|'i‘f'fe;g:ai’\}ﬁ'

UPM Y| e
PlasmaLab INTERNACIONAL

“Ingeniamos el future”

etsiae

ELECTROSTATICA DE CONDUCTORES

Dr. José Manuel Donoso

http://plasmalab.aero.upm.es/~jmdv/

Dpto. Fisica Aplicada, ETSIAE, Universidad Politécnica de Madrid

TOPICS: Conductores en equilibrio, Condensadores, Capacidad, Energia
electrostatica de una distribucion



Elc.Vacio 12-febre. 23-febre. 4+5

Elc.Condc 26-febre. I-marzo | 2+(2+1prob)*

Elc.Dielc 4-marzo 8-marzo 4+1

Elc.Dielc 11-marzo 15-marzo O0+5prob*
Tema 4. ELECTROSTATICA DE CONDUCTORES

4.1 Distribucion de Cargas. 4.2 Campo en la Superficie. 4.3 Capacidad. 4.4 Condensadores. Asociacion.
4.5 Energia Electrostatica.
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m&%&mpno electrostitico i ! .-

» Conductor: Medio en el que los portadores de carga (electrones, iones) pueden desplazarse
libremente ante accion de campos.

 Un conductor en equilibrio electrostatico se halla en minimo de energia electrostatica Ue.
 En tal equilibrio no hay movimiento de cargas (corriente J = 0) ni en su volumen ni en
superficie.

» La carga no puede salir del conductor (salvo procesos de ruptura) : Q se distribuye
estatica en la superficie, aun siendo (neta) nula como en conductor inicialmente descargado,
la accion de campo externo reorganiza la carga en superficie y modifica el campo exterior.

 Configuracion de carga se hace estable casi instantaneamente.

* En equilibrio electrostatico no hay campo en el interior -
(provocaria movimiento de carga, contra hipdtesis de equilibrio) ni (1
tampoco carga neta dentro, siendo el volumen (y superficie) una

region equipotencial: = N
_ —eV-E= wm=C)= %
E :_vvzo:{p %V E=0 i

cond.equi.

V =cte, en volumenv
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mﬂ}}brio electrostatico

* La carga, nula o en exceso, en la superficie se distribuye con densidad superficial o(r)
* El campo E inmediato en superficie del conductor no tiene componente tangente a la
superficie (daria movimiento de carga), s normal a ella:

o

=k

s ( 1
Ei = (J-)E'dS:El.nS-FO(—n):—GS
&,
. 4 E|| =0 >« ’
(@ o \ 1 L 80
i S %a. 7 F g o
Y gy P |—==—=——=T (tension,presion negativa, sobre g en S)

. ! Conductor S S 60

* La energia electrostatica de un conjunto de conductores y el potencial en todo r creado por
la distribucidn serian (V es constante en cada uno):

dS, 'o; (r)
47rgo|r r|

:—quV(r)— Zde oV (r)=—= ZQ.V. , V()= Z,[

i s

— 0, =—&n,-VV(r), (res)

 Pero ¢ no se conoce sin tener V(r), que debe calcularse por otros medios, p.e. con ecuacion
de Laplace, conocidos V y/o cargas en superficies (son problemas de contorno, con solucion Unica)

Sugerencia: Una excelente web para texto y visualizacion de campos
http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/




rio electrostatica

* Ejm: La densidad de carga ¢ es mayor a menor curvatura de superficie: efecto punta (ver
apuntes). Modelo simple de esferas equipotenciales:

V:V2:> ql — q2
4re,R,  4rmeg R,
q, 0,
= R, =0oR =0,R
R, 4R} 4re,R}7 ° =0k,
O, =—0, >0
. 27 2 E(R)=——u, =Zn
4dre R .

Calculode o enS del conductor ;

E(S)=—n=o=¢n-E

o

N : normal del material al exterior

o La lineas de campo son perpendiculares a cada conductor, no entran en su volumen. El
Teorema de Gauss, en su forma de Ley de Gauss en Electrostatica, ayuda a comprender
comportamiento del campo en situaciones comunes:




Apé‘ﬁ',tﬁ'.l.lam_iento del campo. Conservacion de la carga. -

 Conductor aislado con una cavidad: dentro de la cavidad sin carga no hay
campo (la cavidad es un blindaje contra campos externos, Jaula o cubeta de Faraday).

* Sin carga ni campo » Con carga neta negativa p.ejm. (aparece distribuida
externo: solo en superficie externa):

E =0
0=<j§|§-d§=mz> \\ /

80 LemT T Te—el
s — N
‘ 1
’
/ 1
\ 1
U
\
’
\\ 7’

Qinterior - O

» La carga se redistribuye en la superficie (haya o no carga inicial en ella) ante accion
de campo exterior. En la cavidad no hay campo, la distribucion de carga anula
(apantalla) el campo en el conductor .

@E.dgzmzoj
S &y

Yy V¥V VY Vv Y

Ecavidad = O E
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I:_ n cavidad (ver prob. 4-' ]} _

» Conductor descargado inicialmente pero con carga Q’ (+) en la cavidad: en la cara

interna se induce carga (distribuida) total Q,=- Q’ (aplicando Ley de Gaussa S

cerrada en conductor y el principio de conservacion de la carga): . - O+0
0= ¢ E.ds=—"-—

s &)

conduct.

— Qi — _QI

* Aplicando Th. Gauss a superficie externa Sext
cerrada, el flujo del campo exterior por ella sera
proporcional a la carga Q’, luego en superficie
exterior se distribuye la carga Q.=- Q,=Q’

CJS E’.dg':Q,:Q,_FQi_I_Qe

&) &)

S ext
| ..‘_‘ Q i: _Q' — Qe — Q’: _Qi
» Analogamente, si el conductor ya tuviera carga Q inicial, en la superficie interna del

hueco se distribuye carga Q, y en la superficie exterior del conductor Q, , originado (en
general) campo, Yy por conservacion de carga en el conductor Q, + Q, =Q :

Q=-10Q"; Q+Q+Q.=Q+Q=0Q, =Q'+Q —-E, #0

1)Aplicarlo al caso particular Q= -Q’. 2) Si Q’ se sustituye por un dipolo de cargas q y —q, y la carga del
conductor es Q=0 ¢habra campo en el hueco? ¢y en el exterior? ;serd o = 0 en la superficie interna?

~ Fisicall- Electrostatica conductores 7




» Condensador: cavidad limitada por dos conductores 1y 2 a potenciales V1y V2, estando
el conjunto asilado,

 Cada conductor (armadura) alberga carga, siendo Q1 + Q2 =0, ambos estan en influencia

mutua total :Todas las lineas de campo nacen de una armadura y mueren en la otra (no hay campo
fuera, si bien no es necesario que las armaduras se enfrenten totalmente y sean cerradas... surge “efectos de borde”)

—-——
/ —_—

‘\_’

Qoa _
Q2ext:Q2+Q1=O q.)EdSZ;—OtI_O

Sext

—>Q+Q,=0; Q=Q,|
Resolver:
VV =—plg,=0
I Q o _Q Ec. Poisson/Laplace
/ 2int 1 V(Sl) :Vz' V(Sz) =V2
d Q2int +Q2ext — QZ
N\ /

e /
e B

1 1 1
* El sistema alberga energia electrostatica dada por U, = §Q1V1 + EQZVZ - EQ A

 donde Q es la carga del condensador (valor de la carga positiva del conductor ,
en la placa a mayor potencial ) . Nota: Se deriva al aplicar resultados del caso anterior con las sustituciones

siguientes (para obtener carga en caras interior y exterior del conductor 2):

Q—-Q,Q' »>Q=Q=-QyQ=0+Q'=0




Y

* Yaque VY Q son proporcionales para un conductor aislado (a mayor carga en superficie
mayor potencial) conviene definir la magnitud Q/V, o capacidad C del conductor:

c=9
Vv

-1
(en F) ejm. Esferaderadio R:C=Q Q =47, R
Adre R

» Esto sugiere para un conjunto de n conductores cada uno a potencial Vjy con carga Qj las
n relaciones lineales siguientes, en términos de coeficientes de capacidad Cji (o de potencial P)

Qj:ZCjiVi < Vj:ZPji Q Ci=G et

* Para un condensador se tiene el coeficiente de capacidad y la energia como:

Q 1 1 , 1Q°
=CV,-CV,=Q =C=—, U, ==QAV ==C (AV)? ===->0
Q , —CV,=Q WV 2Q > (AV) > C

* La energia electrostatica U, almacenada es positiva (va como cuadrado del campo E)

luego C es positiva y depende de la geometria del sistema.
1
U =—¢ I E’dv>0=C >0
2 v (cavidad )
Definir F (Faradio o Faraday) y determinar el radio de una esfera metalica de capacidad 1F ;Por qué se mide en F/m la g, ?

~ Fisicall- Electrostatica conductores 9




Separacion entre placas: d , Superficie (enfrentada) de las placas: S (S>>d 2).
Carga del condensador: Q, densidad o0=Q/S. Por Ley de Gauss, despreciando

efectos de borde:
E-S'=—(08)=E=2 =7
[+ + FIAFFIHFIHFINF '+: tt |- ’;'“_ 50 Sé‘o 50
I I-__ - - i - - - _I d 2_» R 2
LT ) o e 2.2,
———————————————— | S’ 1 1580 Sg,
2
C:i:goi ’ Ue :gOM
av| T d 2d

> « También puede hallarse el campo por superposicion de campos creados
- por laminas de carga o resolviendo la ecuacion de Laplace:

V2 d
E=E++(—E_):i+(_ij:£; jdeAV=— O g _od
2&, 2&, Ey e ) &,

VZV =d—2V :0—)V =aX+b,E=—ai y
X

d? {V (0)=V, AV




« CONDENSADOR ESFERICO de Radios: R, y R, (R;<R,) y Carga Q

Ednr? =2 v, v, = —_[Edr__j' Q_ g4r-_Q [1_1}

Eo Arrie, dre, \ R, R,
~ 4re,RR,
(Rz B Rl)

Casolimite:Si R, *R, =R — 47R,R ~47R*=S

S¢
Yy R-R=d<R=C-= do como la del condensador plano.

sTambién puede resolverse la ecuacion de Laplace
(laplaciano en simetria esférica) entre las armaduras
con las condiciones de contorno dadas, de Ven R; y R,:

VZV:i—(rzd—Vj:O ( de cte:V_éJrB Ay Bsalende: V(R,)=V,V(R,)=V,




« CONDENSADOR CILINDRICO de Radios: R, y R, (R;<R,), Altura H (H>> R, y R,)
y carga Q (densidad por unidad de longitud A=Q/H) . Por Gauss:

E27rrh:Qd=Qh—>E= Q __ 41
g Heg, 2rtHeg, 2mg,r
R, R,
Vz—V1=—jEdr:— Q dr =— A InR2
9 5 27tTH & 2re, R
/ékb.\\ e Caso limite: condensador plano entre armaduras de pequefia separacion:
\—S
— 27He C 2z
q- LI ||C= >—,C=—7= 0. vysiR, =R, +d
N it In(R,/R)" H In(R,/R)
L L CzZﬂHgO:SEO si 0<d <« R
(d/R) d
1
N
2\/ Por Laplace: V2V = li(pd—vj =0 etc.
pdp(" dp




| .' sadores:CapaCidad"aff'_

SERIE:Si una armadura se carga con +Q en la otra se induce —Q, siendo la diferencia de
potencial la suma de las diferencias de potencial en cada componente:

1 quﬁk----ikﬁ L
[ © _e R

n i
V=V, -V, ZV 2 g+...+g=QZl=Q—> 1 1, 1+...+izzi
— C, C, C, =Ci C, C, C C, C, =C
PARALELO: cada componente a igual dif. poten. La carga total es suma de cargas:
+Q1| | Ql
+d|2| QZ
C Q=CV ,
A 2 B —>Ce:Cl+C32+...+Cn:_21(2i
: 1=
+Qn _Q n n
| <P _ _ _
TI ' Te_\Q_ElQi _Vi§1Ci Ve,

13 13



Todos los condensadores tienen capacidad C

F L

Agrupamos asociaciones en serie y en paralelo

Cr2 2C

I —_2C
Q —;2'9 c | c
|
|




Para cada nodo se plantea la conservacion de Ia carga:

si hay n nodos se necesitan n-1 ecuaciones
( y ) +V, + V. -V, =0 <= +—— il 95 _ 4> _
c/2 2C C

+,+V,+V =0

e— Placas que confluyen en a:
q1,_,,.:; (/ﬁf’*l/”” +V 4V, +V, =0 +—=—= I ds | 95
N I +q, —q.+q, =0 2C C 2C
Z 1 5 3
=5 +7, +V4+V:0<:>+&+&+V:O
I I b I I_
[ ““Placas que confluyen en b:
v 5 17 8
¢ =——CV: ¢, =——C q; =—CTV
— = 14 28 4
+q,+qs—q,=0
Ecuaciones de mallas simples:
(se necesitan tantas como mallas simples hay en el circuito) 11 3
AT v
Malla A:
v IVI3 +V, +V. -V, =0
|
| 1]
A) e VSO Ma”a B: Y la capacidad equivalenie, teniendo en cuenta que las cargas
I | | I— gue envia la fuente se reparten entre los condensadores 1 y 2:
—] - —V, =V, =V, =0
AQR?
|
i Malla C: |a,| + 7
V 28



+ Problema 4.1

Una carga puntual g esta situada en el centro geométrico de dos cortezas esféricas metalicas
conductoras que contienen a su vez una carga g como se muestra en la figura. La corteza interior

tiene radios a y b = a, la exterior ¢ = by d > c Se pide determinar:

1) La distribucion de la carga eléctrica en cada corteza esférica.
2) El campo v potencial eléctricos en todo punto del espacio.

q 2q
1 [ — —
) o . T e
2} Coordenadas esféricas:
L 3q
=d = —_—
" i, 2T

d=r=e E=0

i _ 1 2
d=r=h E—EEE}

b=r=a E=0

I g

Q=T - e
dme, 2

7= T
1
V=
4me,
1
V=
4TE,
1
V=
ime,
1
V=
. g
1
T dwe,

Sugerencia: 3)Repetirlo con cargas q,,0, Y q; arbitrariasy dar el valor de la carga central q, para que E sea nulo
fuera de la distribucién. 5) Contribucién a la energia electrostatica Ue de las dos cascaras conductoras.

» Problema 4.2

Entre dos placas metalicas de espesor d con carga 49 y —q se introduce una lamina de carga con
densidad superficial o, y espesor despreciable como muestra la figura. La distribucion de la carga
eléctrica sobre las superficies metalicas uniforme y su superficie § == (a + b)* muy grande. Se

pide:

a) Determinar las densidades de carga sobre las superficies metilicas oy, @2, 75 ¥ 74 de la figura.
by Caleular el campo eléctrico en el espacio entre las placas (puntos Py  de la figura) empleando

el principio de superposicion.

c) Verificar el resultado anterior empleando la ley de Gauss.
d) Calcular el potencial eléctrico V{x) en todo punto del espacio, considerando que en x = D es

nulo.

g2 _ 4 _ o= __4_u
I:l'l—ﬂ'd.—ﬂ l:Fz—S 7 o3 = 3 B
_ 2. __Ts
Ep)=Zi ; EBQ)=--Zi
Dexah Virj=—=
bez<d Viz)=Z2p
D'; ]
(b4+d) <=z V{IJ=E_b_E_[I_b_d}
—a=z=<0 V{:}:—Ez
Eg
_(at+d)<z<-a V{z}:?a
o
T —a V{I}:Ea+ﬂ{r+a+d}
Eﬂ Eﬂ




» Problema 4.3

En el sistema de la figura esta formado por tres superficies me-
talicas esfericas concéntricas de radios Ky > Ha = H; v espesor
despreciable. El campo eléctrico para r = Ky es nulo y se pide:

a) Calcular la carga eléctrica de cada superficie si valor de
del potencial eléctrico de cada una es V1 = V[(H1), V2 =
ViHa) ¥y Vs = V[ H3) respectivamente.

b) Caleular la capacidad del sistema formado al conectar me-
diante un cable conductor la segunda y tercera superficie
para formar un condensador esférico.

c) Calcular su energia electrostatica para diferencia de poten-
cial AV =V — V5.

+ Problema 4.4

Un conductor esferico €' de radio ) y con carga 2 {} tiene
un hueco en su interior que contiene una carga puntual (), no
necesariamente en su centro. Esta rodeado por una distribucion
superficial de carga de concentrica de radio Hs y carga —(} de
espesor despreciable. Otro conductor O de radios Ry y Ky y carga
neta nula se trae desde el infinito hasta alcanzar la disposicion de

la figura. Se pide calcular:

a) El valor del potencial eléctrico de los conductores 7 y O,

b) La energia necesario aportar para que el conductor & al-
cance la disposicion indicada.

o 4'NEa Rl R:g
a o= e
dme, Rq s
R3 — A2
Ameqa Bs By
By — R
c
o U= E{VI —-Va)?

(Ve —¥1)

gz = —q + Va ;@ @=—(q+a@)

W C=

Sugerencia: Repetir el problema si la
region entre R1 y R2 fuera un conductor .
Obtener | a energia electrostatica almacenada
por la distribucion en este caso.




« Problema 4.5
Para la red de condensadores de la figura de pide determinar:

C

a) La capacidad equivalente entre los puntos A y B. —II;—Iﬂzl—

b) La carga en el estado estacionario de cada condensador si A Cy C, B
se establece una diferencia de potencial Vap = V, entre —T—————
dichos puntos. Cs Ce

c) Laenergia electrostatica del sistema en el supuesto del apar- —A———
tado anterior.

Solucion :

B [l:rl -I-Ug_-l—gﬁ} [Eg-l—lj; -I-Eﬂ}

a) AB

1+ e+ O+ Ca+ Cs+ Cs
b) U,:%:::ﬂvj







2.28) Una distribucion esférica uniforme de carga Q y radio R se rodea de un conductor en forma de
corteza esférica. Los radios interior y exterior del conductor son R y 2R, respectivamente, y su
carga Q.= 2Q. Calcular la densidad superficial de carga o en |a superficie de radio 2R.

2.7) Dos superficies esféricas concéntricas, 1 y 2, de radios R1y Ra, con R1 < Ry, tienen cargas +q, la

Q
c 1, y—q, la 2, uniformemente distribuidas. Calcular la energia electrostatica del sistema descrito.
dm 2
w Solucién: U, = 7 {i—L]
30 i S8re,\ R, R,

Solucién: o = 5
l67R
2.8) Dado el potencial electrostatico V' = A(x*+y"+z"), para x*+y*+z°<R?, donde A es
constante con dimensiones. Se verifica, para todos los puntos de esta region del espacio, que:
2.9) En el circuito de la figura C; = C; = C3 = C4 = C. Se pide: J_
c;

1) El campo electrostético es: £ = 2.A(x7 + yj +zk).

2) La densidad de carga es: p=34¢,. 1) La capacidad equivalente total.

3) La densidad de carga es: p=—6.4e, . 2) La energia electrostatica almacenada en el condensador Cs, VD_'_ C4='

4) La densidad de carga es: p= Ag,.

Solucién: T
1) 4C/3 .

1
2) —VC
)18 0

5) Ninguna de las otras respuestas es correcta.

Solucion: 3)

2.10) Una esfera conductora de radio R; se encuentra rodeada por una corteza esférica también
conductora de radios interior Rz y exterior Rs, concéntrica con aguella. La corteza conductora
estd conectada a tierra (Viera = 0) mientras que |la esfera esta conectada a un potencial Vo. Se

pide:
1) La carga almacenada por la esfera qi.

2) La densidad de carga o en la superficie exterior de la corteza.

Solucion:

R
1) g, =47, %‘%

1

2)c=0




>

a-H

p=cosgi+singj,

dS=dpp+pdpd+d-Kk
¢ =—singi+cosgj dA = pd¢d pk

I =sin6cos #i+sinOsin g j+cos Ok
ézcosf)cosﬁ—kcosé’sinqﬁj —sinfk

¢=—singi+cosdj

Y
x=rsinécosg

y=rsinfsing

z=rcosf

dA =1’ sin@d@dgr

dV =dxdyd:z

4

:(NJ %
dp pdd

dV =pdodpd:=

dV =r*sin@dO0dpdr
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