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7. MAGNETOSTATICA DE MEDIOS MATERIALES

En este capitulo se estudia el comportamiento de la matenia frente a un campo magnético
externo v también el efecto mverso, es decr, como afectan las comentes mducidas en la materia 3
dicho campo magnético™'?. Muestro primer objetivo serd comprender la respuesta de los materiales
3 campos extemos pars, 3 confnuacton obtensr las ecuaclones generales de la magnetostatica de
matertales. e estudian las propledades magneticas de los mateniales v se clzsfican segim su
comportamiente en  diamagnéticos, paramagneétcos v fmromagnétcos. Estos dltimos son
de commtos magneticos. De la nusma forma que en el capitulo antenor, se recomienda lear al
apartado 8.1 refende 2 la infensidad v densidad de comente antes de prosegur con este capitulo.

7.1. Campo producide por un dipole magnético. Momento dipolar

Como va se ha visto en el capitulo antenor, en magnetostanica, el potencial vector (v por
tanto la mduccion magnetea) puede obtenerse mediante eruaciones del tipo Poisson en la que las
fuentes son las componentes de la densidad de comente, ec. [ 6.56]. Vamos a aplicar este resultado
al caleulo del campo & producido por un dipolo magnético a distancias suficlentements srandes
comparadas con su dimension.

Fiz. 7.2. (2) Cappo eléctrico proccide por un dipelo formade por dos cargas, () campo magnético 5 gensrado por
1ma cormiente circulando por uma espira, ¥ () campo mapgnético 5 prodocido porun imén. En esta dltima fizura, las
Lineas de campo van desde el polo norte bast =l polo sor del iman

7.2. Magnetizacion de la materia
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Fig. 7.5. Ezquema de la superficie de interfhse entre los medios | v 2 Se sopone 1ma densidsd de corriente
slmm:ﬁi:inl._rr a lolargo de dichs superficie El volumen v es dlindrico v el contorno T tiene dos lados
tangentes 4 13 superficie enfre ambos medios.




 Modelo clésico. Aproximacion dipolar del vector A (repite). [

 Para una pequefia ESPIRA de corriente (no necesariamente plana ni circular)
de radio medio mucho menor que la distancia al punto de campo, el potencial
vector magnético creado puede evaluarse hasta su aproximacion dipolar.
 Permite construir modelo clasico de magnetismo en materia, formalmente igual
al hecho para dieléctricos:




rﬁ' Q de esplra de corriente lejana -

» Nota: Con las identidades (diferenciando respecto a variables primadas , a constante):

- RN (Oo'<xdp)xa=(x-p)dp —(ax-dp')p’
& = = =\ =/ = =7 - = -\ =’
o’ d{(@-p)p)]|=(@ -p)dp +(a-dp")p
«Sumando ambas Yy despejando e integrando por curva cerrada:
en laintegral de A Area difernecial en espira
P , 1 —=7 —7 /5 —=r\ =
E(p =<d ') - £l
£ £
$ ol[(5 ﬁ’)ﬁ’}zcﬁ d[u]=0 ;con o -2 - vEi_ v 1
T o ra £ £

 Se tienen A y B creados por un circuito lejano en aproximacion dipolar:

Ly MXT
iz

A=

7 7

- ; m  3(m-r)r
B(;'):ﬂ[——fr (m-7) }
4

Notar que el campo E de un dipolo electrostatico y el campo B dipolar tienen la misma expresion (formal)
¢puede este B derivarse de un potencial escalar? ¢y este E dipolar de un potencial vector? Si...

Fisica ll-Magnetostatica en vacio 5



Donde se ha definido el momento dipolar magnético de la espira como I por

de una espira

area: — —
mzlg‘s(depj=I§,(enAm2)
ds _‘/5'><d[_5' r 2
triangulo — 2 . —y - d —
| 5 gﬁ["’ pj
/ r %»

Comentario: Es generalizable al espacio y a distribuciones de corriente en volumen o en

superficies: N R _ ~
2 M=1S=I1(S1+S,]+S5,k)
e 1dp’ — J(B)dv' =
e . P =< J(p)dv’
X‘ m :J‘ 2




Modelo

I aW ‘f

IaS|CO de magnetlzatlon (procedimiento formalmente analogo al de pol

. Suponlendo eI medio formado por pequefas espiras de corriente, modelizando
los momentos dipolares de atomos 0 moléculas en el volumen, daran campo neto A,

por superposicion y paso al continuo, este se obtendra como se hizo para

potencial dipolar V en dieléctricos:

 Con la densidad volumetrica de momentos magnéticos se construye el Vector
Magnetizacion (Imanacion) como en dieléctricos se hizo con la Polarizacion:

2 m,
J
M (F) =‘5—V (en A/ m,unidadesde J.)

A(F) = — A %V Ho
L Z,-:mx Az|r -

r:j = f:promedia endv' — r, ij =M (F')év'
j

Fisica lI- Magnetdstdatica en medios




. Intefpfetacion: Correntes superficial y volumetrica de magnetiacion [

*Buscando integrales de superficie y volumen, con :
1 - . 1 - V'xM(F
M) =] V' xM (") + — ()
[ [ =
oL levado a la expresion del potencial:

A(F) = — f_ojle —IYI (i’,) dv’ + £ J‘v,qu(,Fl) dv’
7 F—F Ar

V'x

*Aplicando el teorema de Gauss, se identifican dos contribuciones de corrientes de

magnetizacion, en superficie y en volumen: _
Insisto, Recordad:

- ~ , . i-B(F)
A(r):ﬂOIM(r)X nds _I_IUOIVXM( )dV ViD= 47:«9(!> IF- F'|+
r_ i r 1 ¢, ,-V-P()
A7 S ‘r r 4r v 4%0{"“ F-r
. . 1 ¢ o,(F)dS’
= J V=i r—7
_, o 0s
A=t fos it fay e N
‘r_ ‘r_r 4me, 5, |r—r’

Comparadlo con la expresion del potencial electrostatico en medio dieléctrico, las expresiones son formalmente anélogas,
la magnetizacion ahora juega el papel de la polarizacion, y las corrientes de magnetizacion en superficie y en volumen el

de las densidades de carga de polarizacion, cambiando divergencia a (=) rotacional , etc.

~ Fisicall- Magnetdstitica en medios 8



fguacion N
N dS’ J dv’
F—r

-

‘]Sm / ﬁ

A(r) =22

47z

*Hemos representado el medio magnetizado con dos

densidades de corriente efectivas (laimanacion en realidad se explica por
fundamentos cuanticos)

Densidad volumétrica de corriente de magnetizacion

J =VxM (A/m?) S, v

*Y una Densidad de Corriente Superficial de Magnetizacion en la superficie de
normal n del material al exterior

T G o= dS’=nf ds’
J..=Mxn (A/m)| _ o
» Siendo la corriente total de magnetizacion
Ay nula : (Comparar con teoria de dieléctricos, tanto
o%0! 200 /|“‘—" interpretacion como carga de polarizacion etc. )
I(x) - - - -
300 OO <l AR [ vdg=¢Mxids+[VxM dv=@§M xfidS + [ (VxM)dv=
@@ iﬁ(x) vol+Superf S s v Jm S v
#,® w;’) \ —q5d§xM +Ide><M =—Sf>d§xl\ﬁ +<f>d§><l\ﬁ = 0(Gauss para rot)
M(X Trl A i S "

~ Fisicall- Magnetdstitica en medios 9



 Vectorintensidad magnética, magnetizante o campo H [

«Con corrientes de cargas libres y de magnetizacion las ecuaciones de Maxwell
para la magnetostatica son:

Vxl§=,uo(V><l\7i +j)—>Vx[E—I\ﬁj=j’
Ko

—

V-B=0

Se reescriben, definiendo el campo H (intensidad de campo magnétitico):

VxH=J y V-B=0
Nota: V-H=-V-M %0

* EI campo magnetizante H (intensidad de campo magnético) depende Unicamente de las
corrientes de carga libre (de conduccion) que lo crean, y son medibles en laboratorio) en
conductores, juega un papel similar al vector D en electrostatica de dieléctricos y también tiene fuentes

escalares y vectoriales. Ejm. Lineas de campo:
;@ 4

lineas de B lineas de &

10




*LEY de AMPERE en presencia de Medios Magnéticos. Dese la Ley de Ampere
Para el campo H en forma diferencial, se tiene, para una corriente de conduccion
J que fluye por uan superficie apoyada sobre una curva cerrada simple: d

—_—

VvV < H =j>—>ij><l:l>d§=jjj’d§
S S

(\

eLa circulacion del vector excitacion magnética H es igual a la intensydad de cofriente (de
conduccidn) de cargas libres abrazada por la curva cerrada.

*Permite el célculo del vector H en problemas con simetrias simples (sobre todo cilindros de
corriente) sin conocer a priori las corrientes de magnetizacion.

L as ecuaciones de Maxwell de la Magnetostatica de materiales, en forma diferencial e
integral quedan:

y V-B=0
cﬁﬁ-dler y <j>|§-d§:0
I

11
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E Meﬂp!hg@les sin magnetizacion permanente: -

*Se necesita la relacion entre M y H, en algunos medios, llamados lineales, la
magnetizacion es lineal con el campo macroscopico, segun:

M(H)=M(O)+ yH =0+ (x, —1DH

Donde se ha supuesto que no hay magnetizacion remanente a campo H nulo ( pero en
muchos materiales, imanes, si la hay). Propiedades del medio:

x = susceptibilidad magnética (un escalar en medios is6tropos) Recordad:
L. = permeabilidad magnética relativa D=gE+P=
*El vector B es para estos medios lineal con H, pudiendo ser la permeabilidad | ¢ ¢ E=c E
mayor o menor que la del vacio. La ley constitutiva para estos medios queda:

-~ 1=
E=—D
&
Table 1. Relative Permeability of Materials
ILlr > 1 paramag netlsmo Material | Relative Permeability | Classification
/Ll ~ 1 g'él.cuum 399998 ggn_magnte'“(
" di i Aluminum | 1.00002 Paramagnet
. gnetic
ILlI’ < 1 Iamagnetlsmo Cobalt 250 Ferromagnetic

Nickle 600 Ferromagnetic
Iron 50000 Ferromagnetic

*En material paramagnetico el momento m se alinea paralelo a B, en material diamagnético, la alineacion
es antiparalela.

*Un material para(dia)magnético es ligeramente atraido(repelido) por campo B variable
lejano.

Si u es mucho mayor que la del vacio , medios ferromagnéticos, la linealidad no vale.
Fisica lI- Magnetdstdatica en medios 12



m{%ﬁre un dipolo magnético en ? e

- F=¢dF =1¢drxB=I1(pdr)xB=(m-V)B=0

. T=TO=<j>r><(Idr><B)=m><B

El momento no depende del punto si el dipolo esta en un B uniforme.

*El momento (torque) de la fuerza tiende a alinear momento magnetico y campo B,
paralela o antiparalelamente (paramagnetismo o diamagnetismo). (B externo depende de r)

*Puede probarse que sobre un material en un campo B variable lejano, la fuerza magnética
por unidad de volumen es:

F/ov=3, (M,-V)BI6v=(M-V)B ~ — (4, ~)VB’ At
m

Que es de atraccion (repulsion) si el medio es paramagnético p, >1 (diamagmetico p, < 1)

si los momentos m se alinean paralelos (antiparalelos) al campo aplicado.
Recordad que un conductor en equilibrio electrostatico, como un dielectrico es atraido por campo variable exeterno)

http://www.ru.nl/hfml/research/levitation/diamagnetic
https://www.studysmarter.us/explanations/physics/electricity-and-
magnetism/diamagnetic-levitation/

~ Fisicall- Magnetdstitica en medios 13
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http://www.physics.ucla.edu/marty/diamag/
http://www.ru.nl/hfml/research/levitation/diamagnetic

Enéy ﬁmag\netnca en medios materiales: -

/ Ejemplos de generacion de corriente: (probl. 8.1) v
> | dg _dq de dq _Qow | _d_q_d_qdz dq v
0, dt dodt do" 2z gt dzdt dz

¢coémo seria la corriente superficial de conduccién generada por disco de densidad de carga uniforme que girase
como el aro anterior? ¢y la densidad de corriente de una esfera de carga uniform en volume girando en torno a su eje?

*Energia magnética, U, vy densidad de energia u,, :Al igual que en un dieléctrico la energia
electrostatica es (D E/2) (por unidad de volumen) para la energia magnética en el medio
toma la forma:

_1 1] —_1 [R? G, Lo
_7j enelvaC|o.Um—ij dv, (u, =—E"+ B")
g g 2 2u,

recordad :Ue ZZAJ.[S-EdV = Iue dv

Imanacion e histéresis (ver apuntes Seccion 7.5 ) Proceso e magnetizacion. Temperatura de
Curie.

i 4‘1-[ B
(a) (b) (c) ) M“_ o A “‘u;"
— B,
B=0 ' s / > y >
) ] ] = 2 % - 1/ >
; - —4— -4-M,
Fig. 7.7. Domunios magnéticos. (a) matenal ferromagnético sin magnetizar, (b) magnetizacion por @ g

ccccccccccc de doum::os. {c) magnetizacion por orentacion de dominmios.

Fisica lI- Magnetdstdatica en medios 14



Por debajo de la llamada temperatura de Curie

=~ Tclos momentos mde todos los atomos de un
< monocristal ferromagnético,

_ , estan coalineados en equilibrio, incluso sin

0 e i s e e o o e COPFiENtes externas. Te es del orden de 1000K.

dipolos que producen un campo en direcc1on opuesta al campo exterior. (b) Configuracion de los dipolos para un

material paramagnético con y sin campo magnetico exterior. La. magnetizaCién eS nUIa por Si T>TC EI materlal

ferromagnético se comperta paramagnético

W= L
A s ——
[ ]

—_— "/ ‘\ ———
- — P —— e
__.___'__‘—-.-._-
Fig. 7.12. Distribucion de las lineas del campo § (a) en una esfera de material diamagnético v (b) en una esfera
de material paramagnético.
S Curie temperatures for some ferromagnetic
. substances
= iran (Fe) 1,043 K
';; cobalt {Ca) 1,394 K
= rickel (Ni) BILK
: % gadalinium (Gd) 203K
7_ . = manganese arsenide {Mnas) 318K
1, === \ >
_ 9 Intensidad del campo
Fig. 7.13. Distribucién de las lineas del campo B en una esfera hueca de material ferromagnético. @ magnético /1




Ejem. DENSIDADES DE CORRIENTE DE MAGNETIZACION

Hilo de corriente de radio R, densidad libre uniforme y permitividad
(independiente de H exterior) dada g, (ver problema
r

. . . 2
\A H 271 = 1 joueo = | JdS = Izt
o 0
p - Ir
| = [3dS =JzR* > H = ——0,
. 2R
( _ _ /Urluol r
B, = 1, 1,H, =
27R R
IM = (u —1)H = =DIr
Corriente J axial en OZ ascendente Ky 27Z'R2
Hy M en direccidon acimutal y |la corriente
superficial de magnetizacion Jsm va en J _ (/Ur _1)|R _ (:ur _1)|
0z, por superficie exterior. | Sm 2 7R?2 2 7R
La corriente Jm es nula.




nado: modelo como solenoide prob. 8.4 [

Cilindro finito uniformemente imanado: M = (¢, —DH

material ferromagnético no lineal, la permeabilidad pero u, # cte —
depende de corrientes (0 H) impuesta, el datoha  _. . .
de ser la magnetizacion M. B=uH con u= g 4, (H)

A El campo B de un cilindro uniformemente
A :-dI imanado en la direccion de su eje de simetria se
M | @ L comporta como el de un solenoide de n espiras

e por unidad de longitud por el que circula una

/"@I/ ) intensidad | tal que:
L = - - = — —
J =VxM =0 Je, =M xn—>J., . =M U,

17



B\ T 2 Fon !
Iferromagnético 1 0

Electroiman toroidal de N espiras con entrehierro (rendija) de longitud L
(material de magentizacion M). Casi-continuidad de B en hueco:

<
Y,
|

0O— I B-dS =0 — B.S, =¢, =¢. =B.S, Entrehierro e
S

/

B, = B,
S B, =4,H, (vacio)
B, =4, (H,+M,)

H, > H,

V x H =J”*->4>|—”|-df=| — (27R—L)H, + LH, = NI

T
OJO: Si el material es NO lineal se tiene que: B, =4,H,+M,

18



e Problema 8.1

El anillo circular de radio R de la figura tiene carga eléctrica () uni-
formemente distribuida y gira con velocidad angular w = w k, funcio-
nando entonces como un anillo de corriente. Se pide:

1) Calcular la intensidad de corriente eléctrica I que crea el anillo
girando, asi como su momento magnético m.

2) Si se aplica un campo magnético uniforme B, determinar la fuerza
y el momento mecanico T de ésta, sobre el anillo cuando (a) B =

Bky(b) B=B,i+B,j.

_Qu .

2
y 1=99 . o QuR
2m

2

ke

e Problema 8.2

Un dipolo magnético de momento dipolar m = m k se
ubica en el origen cerca de la espira que muestra la figura,
definida por dos arcos de circunferencia de radios R1 y F2

unidos por dos tramos rectilineos.

a) Calcular el flujo ¢ del campo magnético By, del di-
polo a través de la superficie que define la espira.

b) Si por la espira circula una corriente de intensidad
I como se indica, determinar la fuerza debida a By,
sobre el arco de espira de radio F;.

X Y
2 F=0; =0
w R? .
2b) F=0 : T:‘I9 (Boj — Byi)




¢ Problema 8.3

Un hilo conductor muy largo por el que circula una corriente de inten-
sidad I esta en el eje de una corteza cilindrica, también muy larga, de radio
interior [y y exterior Hy (ver figura). La cascara cilindrica esta formada por
un material magnético lineal de permeabilidad relativa ;. Atendiendo a la
simetria cilindrica de la configuracion, se piden, en todo punto del espacio,
los vectores:

a) Intensidad de campo magnético H (campo magnetizante).

b) Induccion magnética, es decir, el campo B.

¢) Magnetizacion M en la corteza cilindrica (en el exterior hay vacio).
d) Las densidades superficial Js;, v volumétrica J;;, de magnetizacion.

Solucion :

i
) H=g—u,

b) B:%uﬁg (0<p<Ry) ; B:”;T;fuw (R <p<Ry) ; B=
d) Jsm(Rl}:%k : Jsm(RQ}:—(”;W;Rll)Ik . T =0

-

i

S —

po I
2 p Uy, (p > -EQ{Z)



e Problema 8.4
El cilindro de radio R y altura L de la figura esta constituido por un ma-

terial magnético no lineal magnetizado permanentemente. La imanacion se
caracteriza por un vector de magnetizacion uniforme dado por M = M, k.
Calcular los campos, magnético B y magnetizante H, en cualquier punto
del eje Z exterior al material (considerar las bases del cilindro en los planos
z=—L/2yz=L/2).

Sugerencia: establecer la analogia con un solenoide de igual radio y altura formado

por un devanado de corriente (ver problema 7.7) estableciendo la relacion entre
N I /L y la densidad superficial de corriente de magnetizacién debida a M.

Solucion :

B:;LGMG( 24 L/2 2~ LJ2 )k R

2 VR +(z+L/22 R+ (2-L/2)?2

Analogia: M, < % . Jgm(R) +— (%) Uy




e Problema 8.5

Una pieza toroidal de material ferromagnético no lineal de radio medio R se halla uniformemente
imanada con imanacion M = M, u,, en torno al eje OZ. El material se encuentra recubierto por un
devanado de un hilo conductor por el que pasa una corriente I formando N espiras, como muestra
la figura. En el material se ha practicado un pequefio corte transversal (entrehierro) de longitud
a <& 2w R. Determinar el campo H,, en el interior de material y H, en el espacio del entrehierro.
En el hueco se pueden despreciar efectos de borde (distorsion transversal de lineas de campo hacia
el exterior) y suponer que la seccion interior del toroide es muy pequeria.

Solucion :

_(NI-aM, _ _(NI+(@2rR—a)M,
Ho= (Sgre) w o Ha= (PR w




e Problema 8.6

El material imanado del toroide del problema anterior se reemplaza
por un material magnético lineal de permeabilidad magnética relativa
iy, calcular:

a) El campo H en el material y en el entrehierro.
b) Se cierra el entrehierro y se pide el campo B en el interior del
solenoide toroidal estrecho que resulta.

Solucion :
NI
a) JHE__2ailrj,{_|_|:}.._w__ljﬂuﬁﬁJ  Hpy = pe Hy
 rpo NI
b) B= 2r R ty




§) Se tiene un cilindro indefinido, de radic R=4d, hecho de un material
magnético lineal de permeabilidad relativa g =14r/d, siendo r la
diztancia al eje de simetria del cilindro, eje que coincide con en el eje Oz, En
su interior &l campo de induccién magnética es B = B'ﬂ(rIR)E . La densidad
superficial de comiente de magnetizacion en la superficie del cilindro es:
(Exprese el resultado en funcion de g, d y Ba)

Jo(r=R)=

A) La espira de corriente J de la figura consta dos tramos rectilineos, que yacen sobre los gjes OX y
OY, y dos tramos circulares, de radios By =R y R, =cR, como muestra. Se sitda un dipolo

magnetico (practicamente puntual) con su centro en el origen, dado por M =m, i .

T

Il = 1, U

1) El campo B= , inducido en el origen solo por &l sector circular de mayor radio de la espira es:

a 11 o M1y
8 R 8 R
B) Il e o) ‘u';flk_
& R 8 R
E) Ninguna de las antericres.

2) El campo B= En inducido por la espira de comriente en el origen es:

gyt =1z o el c=1z
&R R ¢

g _tle-1g oy _tle-1g
8R ¢ 3R ¢

E) Ninguna de las antenores.

315 u= (? + });"JE, el momento T de la fuerza debida a Eusch‘e el dipolo magnético es:

Z

B) Un hilo indefinido de comiente | se encuenfra en el eje de una cascara cilindrica, también
indefinida, de radios interior y exterior B, =R y R, =3R respectivamente, rellena con un material
lineal de permeabilidad magnética &, gue varia con la distancia radial al hile ¥ segin

u=pr/(2R).

4)El campo B = B, en el interior del material es:

i g d
) ol o) Lol
) xR e VxR

ol I
B) D)

67R 247R ¢

E) Ninguna de las anteniores.

5) La corriente superficial de magnetizacion en la cara interna de la cascara cilindrica .;;(Rl} es:

) — Tk - Ik
4nR 12zR

8) Ik o) 3k
4z R 2xR

E) Ninguna de las antericres.

&) El flujo (en valor absoluto |§|} del vector B a través de la superficie del disco, de radios R y R,,
definido por la interseccion de la corteza material y el plano 2 =0 es:
-0 SR
B) [¢]=2m1/R 0) |¢|=3u1/R
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