Tema Il : Mecanica Hamiltoniana

[.2.4 Ecuaciones canonicas de Hamilton.

Como en Termodinamica, pueden aplicarse transformaciones de Legendre para
tener funciones con variables independientes distintas:

Ejim. F es transformada de Legendre de la energia interna U:
dU =T1dS- PdV, sea F=U-PVU dF=-PdV-S8dT

Analogamente,puede definirse otra funcidén H con otras variables independientes
distintas las de la Lagrangiana: (ver pag. 15)

cL

f
p;= o = §¢;=4q;(g.p.1) . H(q.p.t)=2.4;p; —L(q.4.1) (94)
j i=1

Diferenciando H(qg,p,t) se obtendran 2f ecuaciones diferenciales de primer grado:

8 fa f S L cL
=5 oy o5 By Ho =54dp,-5Edg, - Lar
=104 ; j=1CP; ct J=1 =104 ct
es decir
¢H(q.p.t) _ _C¢L(¢.4.1) CH(g.p:1) _ . ¢H(q.p.t) _ _0L(g:¢.1) dH _¢H
cq; g, cp; ’ ct ct At At
cH(q.p.t) . _
———=4;» = p;=pq.q.1),
atemente, puede pasarse de Ha L: P;

vf' .
L(g.q.1)= ;mpf —H(q.p.1)



Ecuaciones de Hamilton. Deduccion

La forma mas conveniente es por medio del momento canonico

JL o 00 %L
p= — q=4q(q,p,t), Q—=* OD
0g 70¢° [

y la funcion de Hamilton o Hamiltoniana que se define

H(q,p.t)= (4p- L[, = E(q.4.0)|

q(q,p.t)
dH ‘Edq aﬂdw %—Hdt- gdp + M &%—%—[t‘d@
0g

0gq 0p

DOL 0H [ 0., 0HL DOH 0L
dg-nq- d —npdt= 0,
H@q aqH Hq 0p Dp Hat tH

i ) H q,p Variables

- — canonicas
0L ddL _ dp  Ecuaciones Eq ip
) -~ —,7» candnicas de
0g dtig dt Hamilton . 0H 0H _ 0_L’
p-"= 0t 0t
] 0g



Ecuaciones de Hamilton. Notacion y comentarios. (pag. 22)

Nota:Las 2n ecuaciones pueden derivarse del Principio variacional de Hamilton
(modificado) sin imponer que p(t) esté fijo en los instantes finales. (ver pag.23)
t (11.1.3 Principio de Hamilton modificado)

4 S=IZL(q,c],t)dt con q(tl)yq(tz) fijados:

I

t, t

o dss 5](19-6]' H(q,p.t)| dt= [ (b %H

t

P 0H
)-561dt+j(q'a

) pdi+ [ pelg]|

4 4 q 4
t P 0H (g, p,?)
. IH . H " J p,
- [(pr o) qdi= 00 pyt 0 [ , b
N ] i 0 q, = - H(q,p,1)
0 g,
Se pueden escribir en notacion matricial o simpléctica (ll. 1):
Ug, U
0 O
T O
Og O N 0 H 00 100H
I7=qu=gq"DD a1 =0 B—a
OopO0 o, O 0 dt on 1 0Qoan
T O
ﬁoﬁ Foo1, J0:1, (05010




Para evaluar /a derivada temporal de una funcién u(g,p,t) a lo largo de las
soluciones del sistema hamiltoniano, en el espacio de fases asociado, conviene
formalizar calculos con el Corchete de Poisson.

I.1.1 Constantes del movimiento. Corchete de Poisson

T T
@: d_u an +au: bu DJDa_H+a_u
de ndnpno de 0t qd in 0t

El corchete de Poisson de dos funciones u, v se define:

[uv] _Z”H()u dv  du OVH 5 .
e =100q, 0p; 0p; g, [u,v]n i EWEZ DJDW
Entonces:

du 0u

— = H + —

dt . ]q”’ 0 ¢

Los corchetes fundamentales son:
la, ac]=1ps P1=0; (g, Pl =~lp0wa;] =0,

Y las ecuaciones de Hamilton quedan:




.= g..H
%q,l [q,, ] o bien d—n: JﬂaﬂE[I],Hl
ap = | p.H| dt 0

Propiedades (corchete nulo,, antisimetria, linealidad, producto e Identidad de Jacobi):

aj :HJ'.!] =0.

b) :H,‘l-‘] = —[1:1;] .

c) :-::.f U+ E}*L-‘,n'] =a [u._ 11']+ E)[v.u-‘] . a., b constantes.

d) :rn-'.u'] = [-u._ 11}1-‘ +u [1 u']

el :rn [1: 11-‘]] + [1: [u‘. 'H]] + [u'. [H..*L']] =0 . (identidad de Jacobi)

Aplicado a H, y si u(p,q,t) es una constante del movimiento:
Si u y v son dos constantes de movimiento ;lo sera [u,v]? SI

i[u,v] =0
dt




Esta propiedad es un caso particular del llamado Teorema de los
Corchetes de Poisson, que establece: (Sélo ver, no se aplicard)

Si N@&n(,)) dalaevolucidn de un sistema en el espacio de fases, tal
evolucion corresponde a un sistema hamiltoniano si , y solo si, para
todo par de funciones dinamicas u(q,p,t), v(g,p,t) de verifica:

d

Z[u,v] = [u,v]+ [u,v]

En particular: la condicion necesaria y suficiente para que un sistema sea
hamiltoniano es que para todo par de variables canonicas del espacio de fase

se satisfaga d . .
E[’]a)nﬁ]zoz [r]aarlﬂ] + [,7(79,7[3]

Demostracion: la condicidon necesaria, suponer existe H(qg,p,t), evaluar la derivada
temporal de [u,v] y aplicar la identidad de Jacobi de los corchetes:

L 1= [l V1, H 1+ [ v1 = [, H ] = [, ]+
¢ 0t

ou 0v
- + __
[at,V] [u,at]




Para la condicion suficiente, dado que

%[}7 . »11 5 1= 0 para todo par de variables canoénicas,

Considerando un sistema general, d(qg,p)/dt=(f,g) basta evaluar las derivadas de
los corchetes fundamentales asumiendo ahora que se cumple la condicién del

teorema: d _0f, 0f;

Z1g..9.1=0=[g..q.1+[q..¢.]= +
2 [9,-9,] lg,-9,1F1q,-9,] op. " ap,
d : : og, 0g,
—Ip,p.1=0=[p..p.1+[p.p. 1= L - =/
2 lp;>p;] [P.-p; 1+ [P P, ] g, 9,
d . ) af, 0g;
Z0g.p.1=0=1[g..p.1+[q..p.]= i /
7 lg;- ;] lg,-p; 1t g, P;] 0q,  op,

Con lo que ha de darse que tanto las componentes de f como de g deriven de una
sola funcion escalar H, tal que se dé la condicion de integrabilidad (identidad
de derivadas cruzadas)

C0H
i 0p, Dando las ecuaciones de Hamilton con
ia:‘]aﬂ aH:F;(nat) o
dt an,

d 0H O0H
—(q, = , = ., notaciéon vectorial
dt(qp) (f,2) (ap aq)( t torial)




Transformaciones candnicas. (pag. 24)

La transformacién de punto Q=Q(qg,t) en el espacio de configuracion es un caso
particular de transformaciones mas generales (de contraste o contacto) en el
espacio de fases Q=Q(qg,p,t) , P=P(g,p,t) permitidas en la formulacién de
Hamilton.

Ejm. de transformacion Jocal : Problema 17

H(g.p.t). Si se introduce un conjunto nuevo de coordenadas generalizadas O . tal que O, = Q,(q.1)

que los nuevos momentos conjugados estan dados por

oq,;(Q.1)
UEDNIES
J i

v que la nueva hamiltoniana asociada a las nuevas variables canonicas es

-H-T 2@

La Lagrangiana es invariante en una transformacion puntual, es decir
> pdg, — Hdt =5 P,dO, —H'dt . (¥
i g

ademas

q',(O f)

g, = 3 24(O:D

. d
=2 o M0t

y sustituyendo en (*)

S p, %g'r)dgj +3 b %ﬁmm — Hdt =Y P,dQ, — H dr ,
F 7 I 7 o 7

e igunalando los coeficientes de dQ; y drf. queda demostrado.

i —_



En general, el sistema transformado hO conservara la forma canonica con
un hamiltoniano nuevo H’, si esto se da

con INDEPENDENCIA del H inicial, la transformacion se dice candnica.

las nuevas variables P v O conserven la forma canonica, es decir

. CH' - cH'
0, =— P=——, (i=1,2,..n)
cP, cO.

Hamilton modificado. En las variables canonicas p v ¢

5[(X p, dg, - Har) =

s

y en las variables canénicas Py QO de

s[> pdo, ~H'dl) =

f

Pero en general, debe cumplirse:
S p,dg,- Hdi=Y PRdQ - H'dt+ dF




La funcion generatriz F puede elegirse atendiendo a las variables
que se deseen como independientes, pues en general la
relacion anterior vuelve a ecuaciones diferenciales para F.

Se aconseja tomar las dependencias para F en
1) (g,Q) que daria explicitamente py P
2) (q,P) que daria explicitamente py Q
3) (p,Q) que daria explicitamente qy P
4) (p, P) que daria explicitamente q y Q.

Pero siempre se da que pdg-Pdg=dF es una diferencial exacta

Para el caso 1) se supone F=F(q,Q,t), g y Q se toman como
independientes, asi:

P-=E P-:—TF1 H’:H+EIEI
| cq, | co, ot

De las que se obtienen W=W(qg,p,t) primero, luego P(q,Q(q,p,t),t)y
finalmente el nuevo hamiltoniano.

Los otros casos de funciones generatrices basicas estan en pag. 24-25 y son
transformadas de Legendre de F1. (ver Goldstein por ejemplo)




TRANSFORMACIONES CANONICAS

* En la Dinamica Lagrangiana se tiene la libertad de escoger cualquier
sistema de coordenadas generalizadas. Si g es un conjunto de
coordenadas, cualquier transformacion puntual reversible Q=Q(q,f) nos
proporciona otro conjunto de coordenadas Q con Lagrangiana

L'(Q9Q7 t) - L(Qa q.9 ZL)|q: q(Q,t) *

diL 0L diL L
S0, — L
dtig g dtiQ 00

b

*Una libertad similar existe también en la Dinamica Hamiltoniana.

»Consideremos en primer lugar una transformacion (independiente del
tiempo) de las variables candnicas antiguas (q,p) a las nuevas variables
(Q,P), de la forma

Q = Q(qu), P = P(Q,p), (independiente del tiempo)

11



Imponemos que la transformacion retenga la froma general de las
ecuaciones de Hamilton (T. canodnica):

en las nuevas variables canodnicas

. H

) H'
Q_ a_Pa

Ea

con la nueva Hamiltoniana H'(Q,P,t), dada por

H'(Q,P,1)= H(¢(Q,P), p(Q,P), 1) ,



* T?: La transformacion es candnica si y solo si,

1Q1P 101P
dgdp pigq

|0, P]= cte.-

el corchete de Poisson, [u,v], de dos funciones u(q,p,t) and v(q,p,t) de las
variables canonicas

dudv dudv

0gdp dpdqg

R



> Demostracion: 0= 0(q,p), P= P(q,p),

Q-__Q 00 103H 100H
dg  dp~ dqidp dp g’
. 0P . 0P . 0P0H 0P0H
P a_q _p_ - ’
q 0p  dqgip 0p g
H(Q,P,t)= H(q(Q,P), p(O,P), 1),
OH 0H' 0Q 0H' 0P aH 0H' OQ 0H' P

Oq 0Q0q 0P dg’ ap 6Qap 0P dp’

) O--0r P aQ[Q,P], SN NJERY

iY solo si! S IK 3 IK
Q_ —[Q,P] a—P: P=- @[Q,P] - @9
i’K _ 1°K ) D0H' 0_ 0 DoH' I
oir amo - 1o0ar P Tpp I
0H 0[Q,P]_0H 0[O0, P] 0[0,P]_ 0[O, P]_ 0
iP 00 Q0 P 00 0P

0

9



* Funcién generatriz de una transformacion canonica
0Q0P 1Q0P _
0g dp 0p 0q

5

La propiedad de transformacion canoénica [0, P] =

es equivalente a que pdq- PdQ sea una diferencial exacta:

0 0 ] 00 [ 0
pdq-PdQ:pdq-P(a—de de) H P—QH de,
q 0p 0g 0p
00,000 30 300 1P 1QIP
» P 4 - S22 [0,P]= 1,
pl? gl el T ap ig 3p p Iq

pdg- PdQ = dFF, F = funcién generatriz de la transformacion

15



> Tipos de funciones generatriz: pdq - PdQ dF,

) F
a) Tipo 1: F = F(q,Q), pdq- PdQ-* 1a’q 1a'Q

0g 0Q
IF (4, 1F (4
p=1§—‘29), P- - a(qQQ) ® 4(0.P). p(O.P)
b) Tipo 2. F = F,(q,P)- QP, pdq- PdQ = 001’;2 dg + aaﬁdP OdP - PdQ,
0 0
pe I 0D M q@.P). @ P)

. 0 F.
c)Tipo3: F = Fy(Q,p)- qp, pdq- PdQ*= Q3 dQ + 3dp qdp - pdq,

0p
.- - I£Q.p) . IEQP)

, ® q(Q,P), p(Q,P),

ip 10
d) Tipo4: FF'= F,(p,P)+ gp- QP,
pdqg - PdQ - aaﬂdlﬂ 00F4 dP+ qdp+t pdg- QdP- PdQ,
p

OF;_PP) » ¢(0,P), pQ.P)

9



» Generalizacion

‘La transformacion Q= Q(¢,p,t), P= P(q,p,t), es canodnica siy solo si:

|0, P]= 1.

En las nuevas variables las ecuaciones de Hamilton toman la forma:

. 1H . IH
D —, P : -—
T 10

Donde la nueva Hamiltoniana H’ se obtiene a partir de la funcion
generatriz, para los tipos 1,2,3 y 4.

i 0Fﬂ 1
H =pHt a—D , I =1,2,3,4.
1 / D(q,p)->(QP)

17



Demostracion

) )

Principio de Hamilton modificado: 0 § = (5ILdt = (5J' (pg- H)dt=0

4 4

Se toma el nuevo funcional con integrando: 9 (g, p,q,p,t) = pg- H(q, p,t),

La primera variacion de la accion para el nuevo funcional con los extremos

fijados para ambos, q y p, tiene como extremales las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton (Principio Variacional).

Al integrando del nuevo funcional se le puede sumar la diferencial (dF) de una
funcion arbitraria sin afectar al principio variacional.

Para una transformacion que sea canonica el principio variacional se escribira
en la forma:

5I(PQ—H')dt:O, ® pdg- Hdt= PdQ- Hdt+ dF

b

Tomando:

F=F(q,0,t), F=F/(q,P1t)-0P, F=F(Q,pt)tqp, F=F,(p,P,t)tqp-OP,

i 0FD
. H': DH+ —D , I =1,2,3,4.
i (¢.p)->(Q.P)



GENERALIZACION A n GRADOS DE LIBERTAD
»Ecuaciones candnicas de Hamilton

Sea L(qla---aqnaq.la“'aq.nat)

D _ aL D D 2 D
Dpj_ N . 0 L D
1 aqj qj - qj(qla---aqnapla---apnat)a ﬁdetua 20 ¢ D;t Oﬁ
Hj: I,....n 009,99; 1
La funcion de Hamilton (H) o Hamiltoniana se define:
_Oc ] _ .
H(q,,---,q,,D5--sD,>t) = Hz q;p;" LH = E(q,q,t)|q_(q,p,t)
/ q(q,p,t)
Se deduce (ver pag. 15 de Mecanica Analitica):
o 0H 0L
0. 0H Ademas: —| = - —
H% B ()PT, . 0t q.p 0t 94
D J ]— 1,...,”. dH i aH
i 0 H Se comprueba que: = :
p;=- " dt 0t
« Si 222 - H = const.

0¢



TRANSFORMACIONES CANONICAS:

Sea un sistema con Hamiltoniana H(gq,p.t), Yy las correspondientes
ecuaciones canonicas
. _0H 0 H

qg., - —> )
L 0p, 0q,
> La transformacion de variables O, = O,(q,p,t), P, = P,(q,p,t), se dice
que es candnica si las ecuaciones del movimiento en las nuevas
variables se pueden escribir de la forma
0 - 0H 0H
J aP] ’ J aQJ >
para cierta funcion H'(Q,P,t).
> Teorema: Una transformacion es canodnica si y solo si los corchetes de
Poisson de las funciones 0O;, P, verifican:

0,082 0. §P.RE=0. §0.RE,.
» Cuando la transformacioén canénica es independiente del tiempo, la
nueva Hamiltoniana es H'(Q,P,t) = H(q,p,t)‘(q’p)q 0 -

» El corchete de Poisson de dos funciones u, v, de las variable
canonicas y del tiempo, es independiente de las variables canénicas
utilizadas:

D~ j=1,...,n.

j=1,...,n,

Jou dv _ du dv 0 Odu dv_ du dv 0
zjﬁaqf P, apfaqfﬁ_zfﬁanaﬁ 1,10, o




Funcioén generatriz de una transformacion candnica

» La aplicacién del Principio de Hamilton ante una transformacion
canonica nos lleva a:

Z p;dq, - Hdt = z PdQ.- Hdt+ dF.

J J
Un calculo analogo al efectuado para un grado de libertad nos conduce
a los siguientes cuatro tipos basicos de funcién generatriz:

0 F I F t
a) Tipo 1:F = F (q,0,1), pj_:l(‘l_’Q’f) p - 1A@.0.0

lg, Y 10,
b) Tipo 2: F = F,(q,P,t)- z O,P, E ()Fzgq—,P,f), 0: ()Fzgq,P,t),
4 g
i 2 ) F,(O, p,t 1 F,(O, p,t
c)Tipo3: [ = Fs(QaPat)'z q.p;, g, - (O, p )’ Pj:- (O, p ),
J ap] aQ]
I - 0F(p,P,t) - 0F(p,P,t)
d)Tipo4: F = F,(p,P,0)t) (q,p,~ Q;P), 4,7~ 40 , 0 40P ,
J J J
dFD
. H': DH+ —D , I =1,2,3,4.

A1 .
(¢,p)->(Q,P) 21



Funcion Generatriz F Derivadas de F Caso trivial para F=0
F (g,Q,1) P;Zgil, HZ—JQ Fi=) ,40Qi— Qi=p . Fi=—q
Rl | =50 @=g | B=TaR— G=s.P=p
s (0,Q.1) ¢ = —jf , P = —ggi B=Y.pQi— Qi=—q,P=—p
Fi(p, P,t) qi = l Qi = il Fy=% piPi— Qi=pi . P=—q

Cop, op,

Nota: probar que una transformacion local , probl. 17, puede obtenerse de F=f(q)P
isoOlo de este tipo?




De Goldstein:

TABLE 9.1 Properties of the Four Basic Canonical Transformations

Generating Function

Generating Function Derivatives

Trivial Special Case

d Fy dF[
F=F UL = — P:=— 1 = q; Uy, : = P, s = =y
(g, Q.1) Pi 3 i 3Q; Fy =q; 0 Qi = pi P, qi
dFs dF
F=FRqP.0)-0iP Pi= :=ﬁ Fh=q4F., 0i=q, F=p
dF d Fa
F=F(p.0,1)+q;p;i gi = —— P =— Fs=pi0Q;, Qi=-¢. Pi=-p
api dQ;
dF, o F,
F=Fp, P.t)+qipi — QiF | ¢i=- -1 0, sk Fa=piP, Qi=pi, P=-—g
f]pi dP




Forma simpléctica de las transformaciones candénicas (TC). Como

[u,v] = Ha—uHTEUDa—V@ [u,v] = HO—MEDJM Da—v en(7)
don g an T0on, O an,
Tomando un cambio de variables (reducido) ¢ = ¢ (1)

@ . M = MDJDO—H: MDJDMTDO—H

dt 0n 0¢
0¢, -

donde M, = 0—’ para que sea candnica: ¢ = { (1)
0

MOJIM' = J=M"IIIM [ det(M)=1.
Para dos variables dinamicas, y con el cambio se ve que

el CORCHETE de Poisson es INVARIANTE ante transformaciones
candnicas (es condicion necesaria y suficiente, también para
transformaciones dependientes de t, de contacto) { = { (1 ,¢)

(conserva volumen en espacio de fases ver Il.1.3. Y 112.2.3)

os corchetes elementales son invariantes en TC y para un
grado de libertad [Q,P]=1.



Ejm. Oscilador armonico. Problema 60

H(q.p.0) =5 p* + 500 ¢ (@.2)—>@.])
q= Asenqt p=+y2lo(t)cosg
(1) |
a) - -
21 cos ¢ : sen ¢
W = l“j‘}('i“) -\fzfﬂt)(f) — M'J'ﬂ/ffz‘f

—J 21 (1) sen ¢ ,/@casg&
27 i

b) { 7 = [ pdq = [N21 cos pdg = [N21 @ % cos’ g = I(¢ +%sen 2¢)
@ :arf:.s»en‘r q\jg—jf ‘ :

. oM (q.1,1) _ Tor(r) + Is.en2¢§ do
ot 20 dt

H'=H




Teoria de Hamilton-Jacobi

;Existe una transformacién canénica tal que H =07? SI.
El problema dinamico de

2N ecuaciones diferenciales con t como variable independiente, PASA a otro con
una ecuacién diferencial en parciales para UNA funcién S (variable
dependiente) y N+1 variables independientes, las q y t.

Partiendo de Ta
H(Q P f) 0= H(q p,t)"‘ a—t daria

O, =0y£=0
(las Q y las P serian constantes, sus valores en cierto ¢,)

Tomando una Funcidon generatriz del tipo 2, en (q,P,t)
S=F(q,Pt)= F,(q,5..,qy>EB,....; Py, 1)

0 F, 0 F,

pk_Eka 0P




Sustituyendo los argumentos p de H por su expresion en 5(qg,P,t) se obtiene una
ecuacion en derivadas parciales para funcién de Hamilton S, funcidén que ahora
depende de las N variables gy de ¢

1,22+ 50
0qg d¢

S=S80q,---»9y5,0,----, By,1), las P, son constantes.

Ecuacion de primer orden para S para la que existen N+1 constantes de
integracion (las g(to)y t=to). Se ve que S es la INTEGRAL DE ACCION (pag.28).

ecuaciones canonicas en las nuevas variablesson Q. =0. P =0

-1 I

P=q =cte. Q. =pf =cte, (1=1,2,...n).
Finalmente. del sistema de ecuaciones
oS cS
S 6. pi=—
cor; g,

obtenemos las coordenadas ¢ v los impetus p

Si H no depende del tiempo, puede ponerse: S=W(q)—Et.

se obtiene asi la ecuacion de Hamilton-Jacobi con la accion reducida W(g) en la forma

M HGg 978
éq




La resolucidon del problema se deja en manos de la funcién generatriz y de la
transformacion candnica en cuestion.

La eleccion de las constantes asociadas a las P es libre para cada problema, la
flexibilidad en la eleccién de las N constantes (requiere habilidad) permite dar
la solucién; las constantes se ajustaran a posteriori con las condiciones iniciales

Como la derivada de S respecto a tes:

dS(q,P,t) _ 0§ i 0S Pk+d—S: Gopt0-H= LT
dt 0q, 0P, 0¢
t

S = J' L(q(),q(),1)dr eslaintegral de accion.

)

Para H independiente de t la funcidon generatriz puede descomponerse como
S=W(q,P)-Et

Es un caso particular de separacion de variables, pues £ y t son funciones
canonicas conjugadas (como p y q). Ver Secc. 113.3.

H (q,a W/ q) = E  (ecu. de hamilton para la accion reducida)

;Qué ocurre si interpretamos en este caso la propia W como una generatriz tipo
F2?

W(q,P)= Fy(¢,P) 0 H'=E#0




Ahora podemos interpretar la propia £ como una de las variables P, la
numero 1, por ejemplo.

H'=FE=F L QIZID Q =ttcte y
0,=0 (k=23,..,N)

Y todas las P son constantes (las Q son ciclicas):
P =00 F =F,(cte)=0a, con P=F

=B, ,k=2,3,..

P =a a,.= F
k k 1
’ IW(q,E,a,..a,)
Y se tienen da.
Ejm. De clase. Particula libre bajo los dos enfoques, caso particular de:

Separacidn de Variables.ll.3.3 Sistemas separables.

Si existe al menos un conjunto de variables generalizadas que dan para el sistema
particular un hamiltoniano del tipo: (pag.30)

W,
H(q,p)-= z H (q.,p)0 H\(q,, ; —%) =0, (N ecuaciones unidimensionales)
E qr
| problema puede ser de variables separables para unas coordenadas generalizadas y
para otras. A veces hay que manipular la forma de escribir H. VER Ejm.
ema teilepler pag. 30 y 31

=B, (i=2,3,.)




Diagramas de fases

(en sistemas hamiltonianos)
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Variables Acciéon-Angulo (11.3.3) 1)

Caso de un grado de libertad.

Supongamos un sistema hamiltoniano de un grado de libertad con py g funciones
perioddicas en t. Busquemos una transformacién candnica tal que el

hamiltoniano nuevo sea H(l) (g,p)- (0,1)= (O,P)

La variable / sera una constante del movimiento y las ecuaciones seran:

P:j=—%—lz=0 h% Q:¢'=%—[j=w(1) una cte.

Entonces @ =@, tWt=w (1)
buscando funcién generatriz tipo 1, F, (g, O = ¢ )= W'(q,9 )
dW'= pdqg - Id¢ (diferencial exacta)

Tal funcién existe , y es periodica en la variable angular (al suponer peridodicas py

q) puede definirse la variable de accion | (tiene unidades de H t —energia por
tiempo- como la integral de accién)

2n

dW'= OZ{Dpdq-[Id¢ 0 7= %q)pdq
0



Como ejemplo de aplicacion de las variables accion-dngulo consideremos el problema del oscilador armonico

1 : 1§ dq_Arm_?wEx\/E_E

H:E(p2+mdqz)=cte.=£(5£. [=—bp

) o 270, _mﬂ |
dl dp cH(I)
HI)=0,J. —=0, = =0, . = Q=@+
D=al, i o P
(w5,
E[[ - +yq’ lzfmﬂ. W(g.I)= Hz.mﬂf—méqz dq .
'xk {I Fi ]

5/ ey W d o
p:CT: Eﬂ)ﬂf—mﬁij’z . @:CT:{?ﬂJ d — = arcsen fjf\/i
cq ol V20,0 - 05q° | Ve /

es decir

'EI —
q= |— sen(@yf +@p) . p =210y cos(myt +@y).
| Oy



Extension a sistemas de n grados de libertad (11.3.4)

Es posible la representacion accién-angulo para sistemas finitos (acotados)y que
sean de variables separables en al menos un conjunto de variables generalizadas.

De W = Z Wi(g; a,, ... ,0, ) se pasaa - W= z Wig; I, ... ,I)

1
con las a obtenidas despejandolas de [ ; (a)-= —1} pidqi

ow OWZ. ow aW(q], A A
pi Y ¢i - Z
g, 0dq, 0[ = 0/,
Y de las ecuaciones del movimiento para el nuevo H'=H(l) se tienen:
[: cte. PR Fi 90)

En cada par (gi,pi) pueden darse los casos de libracion (caso univaluado) o de
rotacion (gi multivaluada). La variacion de la i-ésima variable-angulo con
respecto a una qj, dejando las demas constantes es:

0p, 0
ﬂb Jd C'ijdq]—aTZﬂl 214,

Independlente de las demas Iuego la variable-angulo es monétona vy tras
un m ciclos varia

A g, =2mm,




Razonando como en el caso de un grado de libertad, se definirian g'i variables. Las
nuevas ¢g' (o bien g, p 6 una F(qg,p) cualquiera) admiten desarrollo en series de
Fourier

‘I Z a; ;.. exp{i (gt -+ jd ) =

S b ewliGe 40

El sistema sera periodico bajo ciertas condiciones, no basta que lo sea en cada
variable: periédico s6lo si las frecuencias son conmensurables,

ne .
I = 1 .. .
—— = — conlos kenteros para todo par i, j (frecuencias conmensurables)

w. k.

J J

En este caso hay n-1 relaciones (de resonancia) entre vectores de enteros k y
frecuencias del tipo

k= zn kw, =0

y el movimiento es periodico (6rbita cerrada en espacio de fases) y el sistema se

dice completamente degenerado (pag. 35) y si no hay ninguna relacion como la
grior, se dlce sistema n veces multiperiédico. Puede haber sistemas com m relaciones
, veces degenerado) y (n-m) veces multiperiodico.




Teorema de Liouville de la integrabilidad (l1.3.4)
Si de un sistema de n grados de libertad con hamiltoniana H(g,p) se conocen n
constantes del movimiento FI, F2,...,Fn independientes y en involucion mutua

([Fi,Fj]=0) entonces el sistema queda resuelto con n cuadraturas.

De las nrelaciones (g, p)= ¢ ;0 g, = p, - f.(q,0)=0y

f. 9
f/ - Ji = 0, las g en involucion, y
04, aqj

8.8, 87

dW(q,a) = z .4q, z f.(q,0 )dg, esuna diferencial exacta
k=1 k=1

La funciéon W puede tomarse como funcién de Jacobi al ser integral de la ecuacién
de Hamilton-Jacobi, resolviendo el problema:

H(q,s.--»q,, f1>--»f,)=0,0 H=H=0a =P
Y
Q =ttf, =

Eim. Problema 29. (Ver problemas de, Hamilton-Jacobi, del 19 al 25y 28)

0 W(qg,a dW(q,a) .
(q ) y Q]:ﬁ]: a(aq )7]:29"'9n

1 J



29)
Una particula de peso 71g esta sometida a la accion de dos muelles 1guales. de constante elastica k y longitud

natural despreciable, cuyos extremos estan sujetos a dos puntos fijos del eje Z vertical a distancia (. Se pide.

usando las coordenadas cilindricas de la particula:

a) Lalagrangiana y la hamiltoniana de la particula.

b) Determinar fres constantes del movimiento independientes y comprobar que estan en involucion.
cumpliéndose enfonces los requisitos del feorema de Liouville sobre la mtegrabilidad de un sistema

’ 1 : L 1
A TN H(r.z.0.p,.p,.p.) = —[ pf + pj + p—f] + mgz+—k(r* +2)+=k( + (- 2))
2m r 2 2
‘ A Tres constantes del movimiento funcionalmente independientes son
/.,/’ A A y 2
/ ]. 7 7
i F=H. F=p,. F=— p;+p—f +kir
N 2m | e
6 ™~ ~
CcF, oF,

FLE | =-
FR)=- 2

En este caso existe la funcion W (pues H es de variables separables) que depende de tres
constantes de separacion que son las F anteriores y que pueden tomarse como los
momentos generalizados nuevos P.

W(r8,za, = F,0,= F,0,=F)=a0a,0+R(r|+Z|z

oW
1 H':O'l, Q1:t+,81,Q2::82:W
2




Problema 54.

_ 1 .. ot =it ,
L(q.¢.0=5¢"(¢"~¢") X=qge ", y=pe ", ¢ canonico
a)
clL it - . —it . 1 —Ar 2 At 2
pza—g:&? g, — g=e p. = H(Q~Pf):PG'_LEE(" P +e gj
b)
5_1 5_1 —1 0, 5_1 5_1 =1 0]
. &q cp ) . 0qg ¢cp
5] 8Fr1 TR -‘.F'-. TS0
F :Fl(g_. J")—I}t — p — J_.efl-l’-r. — ~ 2 . r= t_?‘:_::,/.j‘_-_ — C 2 — Fz(g._}") — g}tg/.r-L
éq
©)
H':H-M:H{-ig}!gﬂu El(:{z +:|-"2)+£IJ"
ot 2 2 2

Pero la F no es unica, puede ser también la F3 basica.
F(p,0= x,t)= - pQexp(-11/2)

Problema 18: usar I

_ 1k | =fk-2
Rl = kR |R

R




12)
Dos ruedas iguales radio R se montan en los extremos de un eje comun de longitud 5

s J’\-, _Ré cos@ =0 Ecuaciones: [ di[?i‘_% 7
Wy =0 = 1 . (D ]
|31 — R, sen =0 d{aL) ar
1 1 — —_‘——:_ﬁ2
dt\ ey | dy
> (d, - - dler) e
4 B IEt‘xl —bsen@)—R6,cosp =0 \ 5\83} |~ 26 = —i4Rcos@ — [, Rseng .
Vg =0 = {d .
' : d{&[ ar
¢ —_— Yoo _ = | — —_— = -
g la’f (v, +bcos@)—RE, sen@ =0 df\aq'a/‘ oo 0.
\ %I—Rélcos@ZO jfl—Rélsenq)ZO
13)
En el problema restringido. circular y plano de los tres cue v 4
- GM M 4
Mlﬁ)gRl :%:Mgﬂ)gfez.
(R, + R, )
M GM
u=—2: R =uR,: oFj=——1=:
M,y Ry (1+ u)
a)
| N (P M; M,
L=—mv-+mv-lo rr)+—mla r]z + G}n(—l+—2
2 2 N 7o)
b) oL -
— =mv ‘|‘HE(E'U .'""".;llj],
2 . B '
_LEO = e—{-v—chi‘e, =
ar &v cL 2

or

I > 1 . M, M
—m? - Em{w 7 r]z - Gm[—1+ —

— — - 1 —_— — IH J-M -
—=V|imv-(oAr) —Em(w IN3: +Gm‘ Ly
L

)|
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