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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONATUTICOS

DEPARTANMENTO DE FISICA APLICAIA

MECANICA ANALITICA 2012-13-Plan2000

- Introduccion a la Mecanica Lagrangiana.
- Ecuaciones de Lagrange. Amntecedentes: Simetrias v Teoremas de Conservacion.
Principios variacionales..
- Sistemas holonomos: v mno-holdnomos. Ecuaciones de Lagrange. Potenciales
generalizados: fuerzas. Sistemas lagrangianos. Constantes del movimiento
- Introduccion a la Mecanica Hamiltoniana:
- Ecuaciones de Hamilton: constantes del movimiento. Transformaciones canonicas.
- Teoria de Hamilton-Jacobi. Sistemas integrables. Wariables accion-angulo.
- Sistemas dinamicos:
- Equilibrio de un sistema dinamico. Linealizacion de un sistema dinamico. Ampliacion
del concepto de equilibrio: Wocion de caos clasico.
- Resonancia parametrica. Oscilaciones anarmomnicas de un grado de libertad.

- O scilaciones de ™W grados de libertad:
- Oscilaciones proximas a la posicion de equilibrio. Linealizacion ¥ modos normales de
oscilacion. Oscilaciones en torno al movimiento estacionario.

BIBLIOGRAFIA BASICA RECOMENDADA

Goldstein, H.. AMdeccirniica Clcsica. Barcelona 1994, EDITORIATL REVERTE.

A rmnold, V. I.. AMeccriica Cldsica. DMadrid 1983, Paraninfo.
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Hand. L.. Y Finch J.. drnalviical AMdechiarnics. CANBRIITWGE TUNIVERSITY PRESS. 1998,
Landauwu, T.. T2, v Lifshitz. E. .. Adecdrica. Barcelona 1970. EDITORTAT. REVERTE.

Norfas:

Se dispondra de una clase de DOCENCI4A REDUCIDA | los miercoles lectivos del
primer semestre. de 15:30 a 17:00 en el aula 14 del edificio ETSIA (repaso de teoria. problemas
v posibilidad de controles opcionalmente validos para calificacion final).

Como material se usaran los ““Apuntes de Iecanica Amnalitica™ (J. Sanz. Publicaciones
ETSIA) v el dispensado en las clases de docencia reducida.

Se realizaran los exdrmenes finales segiin Ordenacion Académica del curso 2012-13 para
las dos convocatorias oficiales del curso.

Tutorias (Primer semesire):

Martes de 15:30 a 18:30 v NMuédrcoles de 10:30 a 13:30 .
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T es generalizadas
d oT
dt aq,  oq; Componente generalizada
=123 de la fuerza
Casos particulares:
» Movimiento sobre curva: D; = Q; (q,1), 1=1,2,3

» Movimiento sobre superficie: @; = @, (ql, qz,t), J =1,2,3.
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3 grados de
libertad
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para una cierta funcion , Se dice gque es un sistema
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‘4edro fisico (
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Trabajo en un re

N vdt = g4 € - (XE + X6, + %6, )dt = —, Adt,

desplazamiento
pequeno =1
Coordenadas generalizadas: 23: Bli (q,t) g + Bl(q,t) -0 ¢
r=r(q,t), =
0=00 % &, e T . e
T B;(@,0)=> A;— B(=A+> A —
| j=1 oq, = ot

Bx=%(0,0,00)
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flcN = b, blzzBljaj’ a’-a :5ji’ ZBli(q1t)qi +B,(9,t) =0,
j=1 =1




/ = 14B,;,

X, Triedro fisico
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nesgnitas: G (1), Gy (), Gs(0), 44,(0).
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Ejemplo (ligaduras no holénomas ideales):

Una particula de peso Mg se mueve en un triedro inercial x,y,z bajo la
accion de la fuerza de un muelle ideal de constante elastica K y longitud
natural despreciable. El vector velocidad de la particula es paralelo en B
cada instante al vector U(t) =(2+sinot)i +(3—coswt) | + (4 +sinwt)k,
siendo @ una constante conocida. Obtener las ecuaciones de Lagrange
gue describen el movimiento de la particula.
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Solucion (ligaduras no holbnomas ideales):

- g

Coordenadas generalizadas x,y,z, V=Xl +Yy]+ 7k

_ . X y 4
V paraleloa U(t _ = — : ,
P () - 2+SInwt 3—coswt 4+Slna)t

2 ligaduras no holébnomas:

=9~ —(2 t),

B13"31201
(2): (4+sinwt)y—(3—cosat)z =0, Q‘[ =(4+sinwt), B, =—-(3—-cosat),
B, =B, =0,

T=3M(X*+y*+2%), U=Mgz+iK(x*+y*+2z*), L=T-U,
doL oL

T 7% — ™ — fCN .T:(M(Bllf+ Blzj7+ BlBIZ)+y2(521T+ Bzzi"‘ BZBIZ)).T,
doL oL -, - . . R B } L
dtoy oy —foN.j :(lul(Blll + By, ] +BgK) + 14, (B0 +B,, +|323k)). i,
doL oL -~ -~ . . B ) } o
T — P~ _ FON | :(M(Bll' +B, ] +BiK)+4,(Byl +B,, J + Bzak))'k
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Solucion (ligaduras no holbnomas ideales):
[ MK+ KX = 1, (3—coswt),
My + Ky = —14 (2 +sinwt) + 1,(4 +sin wt),
MZ + Kz + Mg = — 1, (3 —cos mt),
(3—cosawt)x—(2+sinwt)y =0, (1)

(4+sinwt)y—(3—cosawt)2=0, (2)

Incégnitas: X(t), y(t),z(t), z4 (1), 4, (1),

Condiciones iniciales:
(%), ¥(t), z(%),
X(t), Y(t,), 2(t;), Compatibles con (1) y (2) !
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Extension a sistemas de particulas o sistemas
.. con 3N grados de libertad:

Formulaciones variacional y geomeétrica de la Mec. de Lagrange.

Formulacion variacional de la Mecanica:

Principio de Hamilton




Calculo de variaciones. Principios Variacionales

*Problema: extension del proceso de minimizar (maximizar) una funcion
f(x) @ minimizar (maximizar) un FUNCIONAL, integral definida sobre x de &
una funcion de f(x), df/dx y de x.

*Del mismo modo que en calculo ordinario se busca x para que f(x) sea
extremo analizando el entorno de x:

’_.

*Una funcion (continuous and diferenciable) de n variables presenta un

o

extremo en si para toda variacion infinitesimal en torno al punto §
es nula:




*Valor estacionario de un funcional

Consideremos la integral definida de la forma:

Donde es funcion de e

o]
tiene valor que depende de la function usada para
evaluar la integral, Se llama funcional de

* Si se busca ahora la funcion que cumpla

y que haga estacionario el funcionai
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zf(/+ Fh+ Fyh) dt - th( )t - ]'Z(Fyh+ F,h) dt =

% : : ¢ ° dF
= J’Fyhdﬁ IFy.dh: IFyhdH %- J‘h dty dt =

b h I 1 g
(A1) = h(z,) :‘N

Y y(6)+ h(r)

:‘}2 hdt = 0, s

a »(2)

También suele
tomarse h con
variacion
parametrica

ya, x) = y(0, x) + an(x)
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* Y como es arbitrario, la integral es cero si (es suficiente y

también necesario)

La funcion que satisface tal | ecuacion se dice extremo del
funcional

* Para variables la generalizacion es inmediata:

o]

Las funciones son los extremos (estacionarios) del funcional

pESine Ty ﬂa& o
b

e 2B



tal que la distancia entre los puntos




*Para un sistema mecanico existe una funcion Jde las posiciones
y velocidades y del tiempo

llamada lagrangiana , tal que el funcional , lamado “acciéon”

i =
Es tal que sus extremos son las soluciones de las ecuaciones (de
Lagrange) :

¢Cual es L? ses unica? spueden obtenerse las ecuaciones de Newton?

Ejm

-

Sathy,

¢ W-’ 3 ety < R
__;-\',"J- F‘ = e L



Problema de la braquistocrona

Dados dos puntos O v 4 en un plano vertical, v en presencia de un campo gravitacional vertical,
hallar la curva que los une para que una particula, que la recorra, tarde el minimo tiempo
posible en ir de un punto a otro, partiendo del reposo.

)

minimizar la integral




j' |1+ V
e
La funcion integrando no depende explicitamente de x por lo
que
4 [, 2 [, a2
|
ovy v ¥ Vy(+57)
introduciendo el parametro & v =cot(6/2)
dv
v=c,(1-cos(8)) . dx= —1
cot(/2)

X=¢ J.(] —cos(8))df = ¢, (6 —sen(@)) + ¢, .

De la condicion y(x = 0) = 0. encontramos ¢, = 0. El haz de curvas es pues

v=c,(1-cos(8)).
x=c,(6—-sen(d)) .

haz de cicloides cuya circunferencia generatriz tiene radio R=c,

2na

(x]eyl)
27R 27 ]
Iy 6 —send },‘! e
h  l-cos# Foar | -’
S —— L \
ly, 6@—send . P(x, y)




El Principio de Hamilton establece que:

De todas las trayectorias posibles (compatibles con posibles ligaduras)
un sistema dinamico de desplaza en el tiempo de un estado a otro
siguiendo solo la trayectoria que minimiza la integral temporal de T-U.

Iy
SJ (r'—=U)dt=0
)

Ejm. Oscilador armadnico y péndulo simple.

1 .
1 1 T= lfmz = —mi? 0
L=T- U= -m&* — chx? 2 2
2 2 U= mgl(l — cos8)

La lagrangiana (aqui sistema conservativo newtoniano) es escalar y
formulable en coordenadas GENERALIZADAS

No se usan vectores, no aparecen fuerzas ii

El calculo de variaciones permite extender las ecuaciones de Euler-
Lagrange incluyendo condiciones en las variables, LIGADURAS, y mas alla
sistemas conservativos.

10



Notas sobre la formulacion Lagrangiana (frente a la de Newton)

1.- No necesitan ser derivadas de principios variacionales, pero hoy es mas riguroso
(Lagrange 1788, Hamilton 1834, Jacobi (1837) ... Weierstrass, etc

2.- No da una teoria nueva, pero si una formulacién nueva ;jpor qué usarla?
Esta asociada a problemas de MINIMOS usuales en Fisica.

3.- Maneja un escalar L, da ecuaciones de movimiento sin pasar por F, no usa idea
de fuerza (fuerzas a veces imposibles de determinar si ligaduras en Newton).

4.- [ es invariante (no cambia en sistemas coordenados), las variables pueden no ser
posiciones de espacio fisico (ejm. angulos, energia...)

5.-Energia versus Fuerza: en fisica moderna persiste "energia”, como en Cuantica,
Hamilton relaciona hoy fisica clasica y moderna.

6.- ;Viola principio de causalidad? lo lleva a principio mas ultimo.

7.- ldea ya avanzada en la Antiguedad en 6ptica -Heron. Il AC de distancia minima) y
posteriormente Fermat 1657 (Ley de Snell). En Mecanica "impetu minimo" de
Maupertius 1747, luego hasta hoy conectando Newton y teoria de campos.
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2 J. Casey, Am. J. Phys. 62 (9), 1994.
: [ E(n)= M(n)i,(n)
: < e et N

a2
X, Espac.fisico 3D ¥ E(n) : Fz(n) , F3 (n)

Geometrical derivation of Lagrange’s equations for a system of particles

James Casey
Department of Mechanical Engineering, University of California at Berkeley, Berkeley, California 94720

(Received 29 November 1993; accepted 6 April 1994)

A concise but general derivation of Lagrange’s equations is given for a system of finitely many
particles subject to holonomic and nonholonomic constraints. Based directly on Newton’s second
3IN-dimensional law, it takes advantage of an inertia-based metric to obtain a geometrically transparent statement of
Lagrange’s equations in configuration space. Illustrative examples are included.

. ey A S 3N
Espacio D= {x,x,x,x,...,x }
configuracion

cartesiano. = { x, (1), x,(1), x;(1), ...,x,(N), x,(N), x, (N)}
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3N-Dcartesiano

Se asocian 3N masas cartesianas
segun :

_ [m1,m2 m3, ceo ey m3N}

(MO),MQ0),MQ),...M(N),M(N), M(N)

Y 3N componentes de

una fuerza f ;

= {f19f2 f3,...,f3N} =
EAONAURACRINACYNAHNACY)
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3N-dimensional b

La energia Cinética

Jie %’Z]:le(n)(jcl(n)2 ¥ )'cz(n)z ¥ )'c3(n)2) 5

La correspondenciaentre ambos
espacios se logra renumerando
indices:

x,(n)= x

Miny="m,, ;= m, =

Las componentes de f en
el espacio de configuracion
son :

3n-3+i

& ook
T e
Fe= g0 s N
l3Nm (xk)Z
22 ;

, con n=1,2,....N

b F(n)= f, ., donde i=12,3

m3n >

14



Espacio vectorial de configuracion:

punto P:

Conla masa total

3N-dimensional

* Se definen coordenadas de un K k

*Y una métrica (norma) en espacio 3N-D:

13N

3N
d2 - (ik)2 = m (xk)2,
i Zzl m 2:1 :

*P puede representar un vector de posicion
configuracion
*Con la base ortonormal { 51, é]: 9é3N}
3N =
= ‘e 7 [y
Z k 4 DV
=

r

en el espacio de

OP°

15



Espacio de configuracion:

*Y con un par de bases fijas reciprocas { ék} [ ék]

SSE WL A S 0 s

B0 (R SN S 3 )

—

*Posicion y velocidad de Pson: r

S o Bp e
r_ Z x ek, V_ T Z x ek,
=1 =1

dt

* lo que permite construir la fuerza del espacio de configuracion sobre
“‘una” particula como

e sl :
f=kae,
=

16



* Lo que lleva a relaciones de particula en el espacio de
configuracion, con su metrica ds, como las de una particula en
espacio 3D (formalmente idéntico al caso del movimiento una

particula) : dv i dT
=t e
dt dt

(Pl : o 0
“myli: —m xkxfgkugjs I8 ds” = drldr = — dt’,
m

Fig. 2. Two constraint surfaces f,=0 and f,=0 intersecting to form a one-
dimensional configuration manifold AB. The tangent space to AB at the
point occupied by the particle P is a straight line passing through this
location and parallel to the vector a; . Both Vf,; and Vf, are perpendicular to
a,.

17



Variedades en el espa. De conf. y geometria

\ P *Silas N particulas se someten a M ligaduras
\ AN holbnomas (geométricas)

\

e S
S 0,(F1)= 0, (=12, M<3N)

*Cada relacion define una hipersuperficie de dimension 3N-17 .

*La interseccion de ellas es un subconjunto S de dimension
f=3N-M.

P permanece en S descrito con un minimo numero de variables f
para localizar a P en t en S. Las f coordeandas gaussianas se

llaman variables generalizadas, y f es el numero de
del sistema. S es una variedad con geometria de
Riemann. . 17
g l"(q,t), q - qlanw“aq]“ Zia i e
09,

18



* Y con las relaciones de la Seccion [.1.3, la energia
cinética se puede descomponer segun:

v:zqaaa+a’”(‘1”), r=nL+T+ 1T,
- d¢
1 D7D S 0F o b
—mp— e by S0 2 a, 0d,)q, q, 2 0,
ligs i ] mazl(at d, )4, Zmazl;( 3 )4, 4
JaRSh /e
2T2dt220,

métrica: ds’ = Zlgl(a (dy )dg, dq, =

* T2 es funcion homogénea de grado 2, forma cuadratica definida positiva.

* T debe coincidir con la energia cinetica de las N particulas:

. by ¥
T- i zma(()rnq,aJrarn
2,1“,1 0q, 0t

*Se llega a las ecuaciones de Lagrange como se hizo para una particula.
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* Con los vectores aq, del espacio tangente como
base: (Secc. |.1.4, pag. 5)

fla, = mvia,, O = el
)
da,
mv[la ——(mv[la) mv [—,
dt
*Y de
e e Jv Jv
C_ia = 07 = ()V, da = 0v’ - Q ——(I’I’ZVD—) mVDa_a
0g, 04, dt g, q, q,
d 0T 07
el ,
dt 0q,  0q,
0r

dt v’ Sedefinelalagrangiana L(q,q,t) = T(q,q,t)- U(q,q,t)

R S
dt aQa aQa 20




Asi, para el caso de un sistema de N particulas, puede seguirse una
formulacion analoga al de una particula, cuya posiciéon de especifica con
3N variables cartesianas. Si el numero de ligaduras holénomas es M, se
pueden elegir

f=3N-M
variables generalizadas, es el numero de grados de libertad, para que
tales ligaduras se cumplan automaticamente.

(Ol(ﬁ,lé""’FN’t): (UI(F,t): O ) l: 1929"-9M
Suponiendo 3N variables {q} (de las que M pueden ser constantes de

movimiento) Qo = Qa(T1, ..., PN, 1), a=1,...,3N
F!' = F:E(_QI!"'?QS_-"\'_?{T,] : 1= 1:-"':*3‘; ;
o
det | — 0
ar; 7

Las ecuaciones de Lagrange se obtendran, como para una particula, pero ahora /va
de 1 a N. £/ resultado es el mismo que el obtenido mediante la derivacion clasica en
términos de “trabajos virtuales” y Principio de D "Alemberg (ver Goldstein).

- ZP#SW = Z m;T;07; = Z m:ﬁd—%é%
i i i.0¥

d OF; ov;
dt 9qs @
leztj-aaﬂ —|—ﬁ — dﬂ = &ﬂ
\ r “dqs Ot dqz gz




La derivacion geomeétrica simplifica la notacion y demostraciones teoricas y
complementa la argumentacion por principios vacacionales (no siempre util).

Introduccion de las ligaduras: como para el caso de una particula.

En general, no todas las fuerzas derivan de un potencial generalizado U. Hay que
partir de la ecuacion general de Lagrange para T y descomponer cada Q en
contribuciones.

Las ligaduras implican fuerzas sobre el sistema ;Cuales?

A) Si sélo hay M ligaduras holonomas éstas pueden usarse para definir 3N-M=f
variables independientes {q}, el Principo Variacional da las ec. de Lagrange
como en ausencia de ligaduras y con f grados de libertad, pero se pierde
informacion de fuerzas asociadas.

0,(K 7y, )= 0,(r,t1)=0,1=12,..,.M

Otro procedimiento: Con el Principio variacional condicionado surge el método
de multiplicadores de Lagrange. Ejm. Caso en dos variables.

L= L(Q19Q2aqlaqzat) - 01=0=

d oL JL
5L1 La’t—J’z [dt a%)— ” 16 g, dt

a

d a
¢Z(Q1an): OD aﬂdql-} aﬂéqz - O

q, q,



Hay que eliminar una variacion de g en funcion de la otra para tener una variable

Independiente. ,
NOTACION (operador): (, (L) - i(a—L) L
di dg," g,

Asi , se elige:

fl(L)(g—;” 2 @(L)(j—‘” T )

q,
Da dos ecuaciones , mas la de ligadura para tres incégnitas.

fry: LAl 2L 300 o
dt 0q, g, 0q,
En general: d iL 0L J /
0,y L 2L- Z G W
dt 0q,” 0q, %= .

Se tienen 3N+M ecuaciones (de Lagrange mas ligaduras) e incognitas.
Significado fisico: se obtienen las mismas ecuaciones que si se hubiera usado el

lagrangiano I = L+z A, (8)0,(q,t)

Los multiplicadores estan relacmnados con las fuerzas generalizadas de ligadura
(normales a superficies definidas por ligaduras, no hacen trabajo virtual).

1 (0 A0 7 LU F I (epconig)
0q, aqa 0g,




Se obtienen asi las fuerzas de ligadura en sistema holonomo de lagrangiana L

B) Ligaduras anholénomas. No hay procedimiento general, podria operase igual pero
estas ligaduras tienen a las velocidades

0.(q,9,t)=0, r=1,...,L
Y en el calculo variacional no se prescriben las variaciones virtuales de las velocidades.
Si se considerase el Lagrangiano:

L= L+ Z Hi(@) 9,(q,4,1)

Como en el caso holdbnomo, aparecerian derivadas primeras de los multiplicadores, de
los que no se conocen condiciones iniciales, el procedimiento no es extensible al
caso no-holénomo. LUEGO:

Cada caso ha de estudiarse independientemente. Un caso particular simple es el de
ligadura semiholénoma o (r=1, 2, ...,L) ligaduras ideales, como para una particula:

0= f
} B, (g.04 +B.(g.0:0 (57)

0=1
Por comparacion y extensiéon del caso holonomo, pueden introducirse multiplicadores

wh, i, =B, . (=12 ...L: =12 ..f

7or.
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Cada caso ha de estudiarse independientemente. Un caso particular simple es el de
ligadura semiholénoma o (r=1, 2, ...,L) ligaduras ideales, como para una particula:

0= f
} B, (g.04 +B.(g.0:0 (57)

0=1
Por comparacion y extensiéon del caso holonomo, pueden introducirse multiplicadores

wh, i, =B, . (=12 ...L: =12 ..f

7or.




En resumen, y de forma general: Conviene descomponer (si es posible) las fuerzas
segun procedencia y partir de las ecuaciones generales de Lagrange para laT.

d 0T 07 .
b, (T)=—()- =0+ O+ O+ O,
dt 0q, dq,

En general, para introducir una componente de una fuerza generalizada en un
sistema de N particulas, si F(n) y r(n) son la fuerza y posiciéon de la n-ésima

particula, se aplicara: d
0 - ZF(”) Or(n) z ZF( n) x(n)

Y si se incoporan todas las fuerzas de ligadura (M+L) dejando en T los 3N grados de

Iibertgld: 3T T v 00 I
- -0+ YV 1 ks B, , a=1...,ns3Ngrados,
dt(aq'a) 0q, < z "dgq, z Hre g

3N
Y B,(g:1)4, + B.(¢:1)7 0, r=1,.,L, L<3N-




Fuerzas de ligadura ideales

* Las ecuaciones de Lagrange se pueden plantear con coordenadas generalizadas
sobre una variedad de configuracion de dimension # con 3N- M < #n' < 3N,
dependiendo del n° de ligaduras holbnomas que tomemos en la parametrizacion.

* Las fuerzas de ligadura no holénomas (los [l ,) siempre apareceran cualquiera
que sea la dimensidén de la variedad de configuracion.

* Las fuerzas de ligadura holénomas (los / ) no apareceran Si se escoge la
variedad de configuracién de dimension minima posible: n' = n= 3N - M.

* Supongamos que queremos determinar la fuerza de ligadura hdnoma ejercida por
la ligadura, por ejemplo, j= M : f"=1,00¢,

9 .(7,0)= 0, ' { q= q,,9,----4,; " =3N+1-M.

j: 1929°'°9M_1° D ?(q,t), ﬁa, qa = 1,2,...,7/1'
d (OT)_ 0T . Q. + z A .aﬂ+ z W.B. , a=1...,n% 3N grados,
dt 0g, g, - g, &

z B (¢,)q, + B(q,t)=0, r=1,..,L;

<
1
f—
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* Supongamos que queremos determinar la fuerza de ligadura hbnoma ejercida por
la ligadura, por ejemplo la numero M, con fuerza asociada:

"= 1,00,

Sélo un multiplicador aparece para esa ligadura

*y quedaran 3N-(M-1) grados de libertad:
d 0T

() /= + A Qo Oa )+ , 0 =1,..
G a% 2Ot hy @y ) ) 0B,

LN E3N+1- M,

(en nuevasBconfvariables)z B, (q,t)q, + B.(q,t)=0, r=1,...,L< n;
0=1
Y tu(g.)=0,




Fuerzas posibles : las fuerzas activas sobre el sistema que pueden ser derivadas de
un potencial generalizado o de otro tipo, como las disipativas de Rayeigh ,
giroscopicas etc. a las que se sumarian las fuerzas no activas o asociadas a ligaduras
holénomas y/o anholénomas.

Algunos casos de fuerzas: (Secc. I.1.7)
iz f

a) giroscopicas, aquellas de potencia nula, es decir z 0.q;= 0
i=1

con caso particular de potencial generalizado: N .
g g 2 Ug.9)= |1 (), dando Q" = ¢, (U)

b) disipativas a aquellas cuya potencia es negativa y pﬁéden derivar de una funcién
W (potencial de Rayleigh) :

1 J ..
- W= Ei;ﬂbiinqk k= f |
z Qiq.i < O - aW(qa%t) Qi ST z biqu
=1 Qi - aq. k=1

Si el sistema es holénomo y todas las fuerzas derivan de potenciales generalizados
e dice SISTEMA LAGRANGIANO v si es newtoniano se le dice NATURAL.



Ejm. Potencial de fuezas giroscopicas

* Def: Se denominan fuerzas giroscopicas a aquellas cuya potencia es nula:

9% 4% wp ) 24 0 4um

* Ejemplo: El potencial generalizado U(q,q) = % M ,(q)q; es giroscopico.

), d 0 e 0 ol !
bq,  didg, o ﬁqqﬁﬂ DZO% g

0, -

I Y Iy
1

0N, | y y oen . an, 0 A
-y —L g dss Y, - s Vs T Ve
ﬁ 0% : Zaqﬁ : Z S Zﬁaqﬁ 0%@ R

0.2 ] Fdsd 20
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> U

> Un sistema fisico cuya evolucion en el tiempo (g;(?), j = 1,2,3,...

determina a partir de las ecuaciones

dUoLU 0L
dtﬁaqjﬁ iy

=0, j=1,2.3,...

para una cierta funcion L(qg,q,t), se dice que es un sistema
lagrangiano.



Sistemas Lagrangianos, sus ecuaciones de movimiento derivan de un
lagrangiano de forma general L=Ly,+L,+L, :

1 d . 4 .
L, = E C,-k(%t)qi%m L = z Ci(qat)qia L, = Co(%t)
i1 1
y sus ecuaciones de movimiento son: d|lg.q.t)|_cLllg.¢.H) _,
dar| g oq;
Ejm. L=T-U(r).

Constantes del Movimiento. Simetrias y Conservacion.

Constante del movimiento ,integral primera: Cualquier funcién que permanece
constante durante el movimiento del sistema.

Ejm. Si una coordenada no aparece explicitamente en L, se dice ciclica o ignorable,
entonces su momento generalizado asociado en constante:

0 ;)0 0L(q,q,t
iDaL(q.,q,t)D: 0 ME Yz z Cte.
ditg 0q, [




leyes de conservacion o constantes del
movimiento.

Definicion:
constante del movimiento o integral primera .

q-= 4,9 0 (q,q,t)

> Si0(q,q9,1) (una funcién no constante) es una integral primera
debera verificar :

df . cdg
dt ﬁz qjanJrzq’

aqf ﬁ61=q(t)

:(),

donde ¢(?) son las trayectorias o soluciones de las ecuaciones del
movimiento del sistema en estudio
(puede no ser integral primera para otro sistema, 0jo).



Casos elementales de leyes de conservacion
> Energia

1)

Supongamos un sistema con la lagrangiana, L(q,q), independiente del
tiempo, y sometido a dos, una o nlnguna ligadura no holonoma ideal sin
término independiente, es decir z (q,1)q. = 0 . Bajo estas

condiciones la funcion

oL
E(g:9)= ) G- L,
;  0g,
es una constante del movimiento o integral primera.
Demostracion: Si z B,(q.t)q, = - B,(q.1) = 0,
El sistema de ecuaciones que determina el movimiento es
L 0L
i@_ 0 ZNFBn-» y derivando E se obtiene
dtig, dq, &
dE = < ) aL . d 0L 0L
L0y zq’dtaql : 0ql ") 0 }g
Dd 0L JLLU
=Y 4,0 - DZNHZBW(],H u,B, =0,
;Qdtdg, dq;0 5
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Caso particular de 1)

« Si L=T-U ,con U=U(q) (funcion solo de las q)y T(g,q) una
funcion cuadratica homogénea de las velocidades generalizadas, es
decir, T = z 3¢,(9)4,q;  entonces E(q,q)= T+ U .

L

Demostracion:
iL 0T .
= = C. .
TR ZJ w (D)4
: . 0L ..
E(QaQ):zqi_._T'l'U:zzCy'(q}qiq]'_T'l'U:2T—T+U:T+Ua
i aqi iJ
« Si L=T-U ,con U:V(q)+%q'ﬁ|'|ﬁ(q)
;. Sera T+U constante? ;lo sera T+V?

T=3 3¢(9)dq, Wiibee,  E(g.@)=T+U 7777?
i,j

19



Definicion de momento canonico conjugado a una
coordenada ¢; .

Supongamos un sistema lagrangiano con lagrangiana [ . El momento
canonico, P; , conjugado a la coordenada ¢, es la funcién de ¢,9,?,

definida por: . JL
r:(q,4,0) = g
> Definiciéon: En un sistema Iag]rangiano se denomina coordenada

ciclica a aquella coordenada generalizada que no aparece
explicitamente en la expresion de la lagrangiana.

> Ley de conservacion: El momento candnico conjugado a una
coordenada ciclica es una constante del movimiento.

Demostracion: sea ¢, la coordenada ciclica, I ——= 0. Dela
04,
ecuacion de Lagrange correspondiente a esa coordenada se tiene:

. 0L
Pk(%q,l‘) = —— = const.
an




-Sea L(q,,9,.95.49,-9,-94;) la lagrangiana de un sistema lagrangiano de
tres grados de libertad. Se introduce en el sistema las dos ligaduras no

holonomas (q, + ¢;)4,*+ G, * (¢, 45)45+ 120y (g% ¢3)4,+ g5~ 1= 0.
Es correcta la siguiente ecuacion:

A)Ecuaciones del movimiento

B)Funcién energia E.

C)Variaciéon de E con el tiempo.
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Las leyes de conservacion estan relacionadas con simetrias y con las llamadas
transformaciones invariantes del sistema.

A veces la Lagrangiana es independiente de t, o de una coordenada g siendo
entonces L invariante ante traslaciones temporales o espaciales.

El IMPORTANTE Teorema de Noether (Amelie Emmy Noether, 1832-1935)

establece que

A cada simetria de la lagrangiana le corresponde una ley de conservacion

Si L es invariante ante traslaciones en el tiempo, en el espacio o ante rotaciones, se
dan las leyes de conservacion de la energia, del momento lineal o del angular,
respectivamente

(consecuencias de la homogeneidad del tiempo, y de la homogeneidad e isotropia

del espacio) .

I.2.5 Transformaciones invariantes. (Teorema de Noether)

Existen transformaciones puntuales invertibles dando ecuaciones explicitas de
Lagrange exactamente iguales en la nuevas coordenadas: Se dice que las ecuaciones
son invariantes a este tipo de transformaciones (transformaciones de invariancia).

iaL(qj,q’t)-aL(q’lq’t):O I 40 402 40,1
dt 4 iq




Teorema de Noether

* Transformaciones invariantes

Ventaja de la dinamica Lagrangiana:
la libertad de escoger el sistema de coordenadas generalizadas.

Si g es un conjunto de coordenadas, cualquier transformacion invertible
g=q'(q,t), define otro conjunto de coordenadas q’ dando nueva
lagrangiana: L'(q,q,1)

doL'(q'.q",t) 0L'(q".q".1) _,
dt dg' d g' ?
L'(q'.q'.1) = L(q,q,1)

5

P.de Hamilton 0 S = 5I L(qg,q, t)dl‘ =

q- q(q'.t)

0S8 = 5IL(q,q,t)dt—5J'L(q qg',t)dt =0



De forma general las ecuaciones explicitas del movimeiento tienen un
aspecto muy diferente en las antiguas y en las nuevas coordenadas.

Pero para un sistema Lagrangiano dado podria existir una
transformacion en las que las ecuaciones explicitas del movimiento
fueran las mismas en las antiguas y en las nuevas coordenanadas.

Se dice entonces que el sistema es invariante bajo esa transformacion.
Dicha transformacion se llama transformacion invariante.

Una transformacion es invariante si la Lagrangiana es invariante. Es
decir:

dy (q,1)
dt

L'(q.,q,t)= L(q,q,t)+




Si la Lagrangiana es invariante:

e R di (q,t
L(q.,q,t)= L(q,q,t)+ ACEL
dt
l Yy R
L(qa‘jat)‘q_>q(qv,t) = L(q » 9t)+ At

O también:

L(g,4.t) = L(q',4,?)

Cada transformacion invariante se le dice “simetria” y a cada simetria le
corresponde una ley de conservacion (Noether).

, dy (q.1)
q->q(q.t) dt



[.2.4 Ecuaciones canonicas de Hamilton.

Como en Termodinamica, pueden aplicarse transformaciones de Legendre para
tener funciones con variables independientes distintas:

Ejim. F es transformada de Legendre de la energia interna U:
dU =T1dS- PdV, sea F=U-PVU dF=-PdV-S8dT

Analogamente,puede definirse otra funcidén H con otras variables independientes
distintas las de la Lagrangiana: (ver pag. 15)

cL

f
p;= o = §¢;=4q;(g.p.1) . H(q.p.t)=2.4;p; —L(q.4.1) (94)
j i=1

Diferenciando H(qg,p,t) se obtendran 2f ecuaciones diferenciales de primer grado:

fa ra I f ar or
=5 oy o5 By Ho =54dp,-5Edg, - Lar
=104 ; j=1CP; ct J=1 =104 ct
es decir
¢H(q.p.t) _ _C¢L(¢.4.1) CH(g.p:1) _ . ¢H(q.p.t) _ _0L(g:¢.1) dH _¢H
cq; g, cp; ’ ct ct dt ot
cH(q.p.t) . _
———=4;» = p;=pq.9.1,
amente, puede pasarse de Ha L: P,

vf' .
L(g.q.1)= ;mpf —H(q.p.1)
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