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MECANICA ANALITICA 2011-12

Introduccion a la Mecanica Lagrangiana.
o Ecuaciones de Lagrange. Antecedentes: Simetrias v Teoremas de Conservacion.
Principios variacionales..
e Sistemas holonomos; ecuaciones de Lagrange. Potenciales generalizados: fuerzas.
Sistemas lagrangianos.
Sistemas no holonomos: ecuaciones de Lagrange. Constantes del movimiento.
Principios variacionales.

Introduccion a la Mecanica Hamiltoniana:
¢ Ecuaciones de Hamuilton: constantes del movimiento. Transformaciones canonicas.
e Teoria de Hamilton-Jacobi. Sistemas integrables. Variables angulares v de accion.

Sistemas dinamicos:

¢ Equlibrio de un sistema dinamico. Linealizacion de un sistema dinamico. Ampliaciéon
del concepto de equilibrio: Nocion de caos clasico.

e Sistemas dinamicos discretos. Resonancia parameétrica. Oscilaciones anarmonicas de un
grado de libertad.

Oscilaciones de N grados de libertad:

e Oscilaciones proximas a la posicion de equilibrio:

e Llinealizacion v modos normales de oscilacion. Oscilaciones en torno al movimiento
estacionario.
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= D es una constante de movimiento
F — 0, entonces P €S una constante de movimiento




Formulacion variacional de 1a Mecanica:

Principio de Hamilton
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Calculo de variaciones. Principios Variacionales

*Problema: extension del proceso de minimizar (maximizar) una funciéon f(x) a §
minimizar (maximizar) un FUNCIONAL, integral definida sobre x de una
funcion de f(x), df/dx y de x. '

*Del mismo modo que en calculo ordinario se busca x para que f(x) sea extremo &
analizando el entorno de x:

*Una funcion (continuous and diferenciable) de n variables presenta un extremo |

en si para toda variacion infinitesimal en torno al punto es nula:




*Valor estacionario de un funcional

Consideremos la integral definida de la forma:

Donde es funcion de

tiene valor que depende de la function usada para evaluar la
integral, Se llama funcional de

* Si se busca ahora la funcion que cumpla

y que haga estacionario el funcional
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L = JF(y+ hy+ h,t)dt- IF(y,j/,t)dt:
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zf(/+ Fh+ Fyh) dt - th( F1)dt - ]'Z(Fyh+ F,h) dt =
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= J’Fyhdﬁ IFy.dh: J'Fyha’t+ bﬁ(- Jh dty dt =
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(@)= hit, N

Y y(0)+ h(t)

:-}2 hdt = 0, :

- ¥(1)

También suele tomarse
h con variacion
paramétrica

. yla, x) = y(0, x) + an(x)



*Y como es arbitrario, la integral es cero si (es suficiente y también
necesario)

La funcion que satisface tal 1 ecuacion se dice extremo del funcional

* Para variables la generalizacion es inmediata:

Las funciones son los extremos (estacionarios) del funcional




* Hallar tal que la distancia entre los puntos
sea minima




*Para un sistema mecanico existe una funcion
posiciones y velocidades y del tiempo

llamada lagrangiana , tal que el funcional , llamado
“accion”

Es tal que sus extremos son las soluciones de las ecuaciones
(de Lagrange) :

(Cual es L? ;es unica? ;pueden obtenerse las ecuaciones de

Newton?
Ejm con

(e,
.‘«,5' i a



Problema de la braquistdécrona (Problema

Dados dos puntos O v 4 en un plano vertical, v en presencia de un campo gravitacional vertical,
hallar la curva que los une para que una particula, que la recorra, tarde el minimo tiempo
posible en ir de un punto a otro, partiendo del reposo.

]

minimizar la integral




j' |1+ V
e
La funcion integrando no depende explicitamente de x por lo
que
4 [, 2 [, a2
|
ovy v ¥ Vy(+57)
introduciendo el parametro & v =cot(6/2)
dv
v=c,(1-cos(8)) . dx= —1
cot(/2)

X=¢ J.(] —cos(8))df = ¢, (6 —sen(@)) + ¢, .

De la condicion y(x = 0) = 0. encontramos ¢, = 0. El haz de curvas es pues

x=c,(6—-sen(d)) . haz de cicloides cuya circunferencia generatriz tiene radio R=c,

{1' =c,(1-cos(8)).

(x]eyl)
27R 27 ]
Iy 6 —send },‘! e
h  l-cos# Foar | -’
S —— L \
ly, 6@—send . P(x, y)
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El Principio de Hamilton establece que:

De todas las trayectorias posibles (compatibles con posibles ligaduras)
un sistema dinamico de desplaza en el tiempo de un estado a otro
siguiendo solo la trayectoria que minimiza la integral temporal de T-U.

Iy
SJ (r'—=U)dt=0
)

Ejm. Oscilador armonico y péndulo simple.

1 .
1 1 T= lfmz = —mi? 0
L=T- U= -m&* — chx? 2 2
2 2 U= mgl(l — cos8)

La lagrangiana (aqui sistema conservativo newtoniano) es escalar y
formulable en coordenadas GENERALIZADAS

No se usan vectores, no aparecen fuerzas ii

El calculo de variaciones permite extender las ecuaciones de Euler-
Lagrange incluyendo condiciones en las variables, LIGADURAS, y mas alla
sistemas conservativos: Tarea del Curso.
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Notas sobre la formulacion Lagrangiana (frente a la de Newton)

1.- No necesitan ser derivadas de principios variacionales, pero hoy es mas riguroso
(Lagrange 1788, Hamilton 1834, Jacobi (1837) ... Weierstrass, etc

2.- No da una teoria nueva, pero si una formulacion nueva jpor qué usarla?
Esta asociada a problemas de MINIMOS usuales en Fisica.

3.- Maneja un escalar L, da ecuaciones de movimiento sin pasar por F, no usa idea
de fuerza (fuerzas a veces imposibles de determinar si ligaduras en Newton).

4.- [ es invariante (no cambia en sistemas coordenados), las variables pueden no ser
posiciones de espacio fisico (ejm. angulos, energia...)

5.-Energia versus Fuerza: en fisica moderna persiste "energia", como en Cuantica,
Hamilton relaciona hoy fisica clasica y moderna.

6.- jViola principio de causalidad? lo lleva a principio mas ultimo.

7.- ldea ya avanzada en la Antigliedad en éptica —Herdn. Il AC de distancia minima) y
posteriormente Fermat 1657 (Ley de Snell). En Mecanica "impetu minimo" de
Maupertius 1747, luego hasta hoy conectando Newton y teoria de campos.
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Extension de la formulacidon si hay ligaduras:
aplicar Prpio. Variacional condicionado: salen
multiplicadores de Lagrange en el método.

Tipos de ligaduras: holénomas, y no holénomas. En general, son
de la forma:

f(xa,i! S‘:a,ir t) =0

Dar ecuaciones de transformacion (directa e inversa)
para coordenadasy velocidades generalizadas, y contar
con las ligaduras del sistema en tales coordenadas.

a=1,2,...,n B IS
= _ y & ’ q; qf(x”'” 2
Xai = Xa,i(qls G-+ 4o 1) { i=1,23

{?j = ﬁ'!,-'(xa,is i:c:,is £)
= xa,i(%! t)! j= 1: 21 nevy §

Unavez elegidas las coordenadas generalizadas, el estado del sistema
se representa por sus valoresen todot, no hande ser “posiciones”

B ccesariamente (angulos, energia, momentos...) .
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Ligaduras:
a) Holénomas, son relaciones algebraicas de las coordenadas (y

posiblemente con el tiempo) de la forma:
H(F.H)=0, @HF.H=0, ... @y (r.5)=0. (31)

Ejemplo: (7; — 7;)* — cfj =0
(relaciones geométricas dependientes de t)

b) No holénomas, todas las demas :

Ambas pueden ser reonomas(dependende t) o esc/eronomas(no
cambian con t) 2 a2>0

En general relacionan coordenadas v velocidades (semiholonomas)
i=3N

D A4 +4,=0
i=l

A veces pueden ser integrables, son holbnomas.

Conviene usar un conjunto de f=3N-M coordenadas generalizadas,
relacionadas con las cartesianas, por una transformacion invertible (Jacobiano

no nulo) y para que las ligaduras holonomas se satisfagan de forma
automatica.




Asi el vector de posicion (de cada particula) se puede escribir en
funcionde las{g}y de t,

F=7(g.0). (32)
con velocidad:
f ar
qu a, + R (33)
donde los vectores g, = _ constituyen una base (Jacobiano de transformacién no nulo)
éq,

en la que expresar las componentes de la fuerza F, asi se tienen coordenadas,
velocidades y fuerzas generalizadas. Por ejemplo:

—_

Qa' = f E':af :
Algunas relaciones importantes:

f - -
o .oa oda =
:qu - = + -ﬁg =da (45)

Que permiten deducir las Ecuaciones de Lagrange para “una’ particula (no
necesariamente en espacio 3D) a partir de la la Ley de Newton:

f=mv
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v

La fuerzageneralizada 0.=mv-a, se expresacomo:

o = = - - = = d . v . ov
dt t &g, aq,
d_ & m-. - c m-.
L 46)
dt cq, 2 cq, 2
Lo que lleva a P

i er | T _o
dt ,_ Efja | E_'gq =

Ecuaciones de Lagrange (de “una particula”) donde las Q cuentan, en
principio, con todas las contribuciones de fuerzas naturales o
vinculadas a ligaduras.

Como caso particular, de Fderiva de un potencial newtoniano, se
tienen las ecuac. de Euler-Lagrange.

También , la fuerza puede derivar de un potencial generalizado

f -, oU(r.v.t)  d oU(r.v.t
segun o6 (.v.f)  doU@r.v.1)

—

or dt  ov
g o= U@dn , d U@ o
.  dr g,

Lo que llevaa 09.=/ -a, =
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Para el caso de un sistema de N particulas, puede seguirse un proceso
analogo, en este caso se tienen 3N variables cartesianas. Si el numero de
ligaduras holbnomas es M, se pueden elegir

f=3N-M
variables generalizadas, es el niumero de grados de libertad, para que
tales ligaduras se cumplan automaticamente.

0,(n 1.y, = 9,(F, )= 0,1=1,2,..M

Suponiendo 3N variables {g} (de las que M pueden ser constantes de

movimiento . L ]
) QEt:q'Et'{.rl!"'vrﬁ\"_th.&':1,...:341'

F;,' — ﬁ(QI!"'vQEP\’vt;] 1= 1?"':‘3"".1

Las ecuaciones de Lagrange se obtendran, como para una particula, pero

ahora/vade 1 aN. .
O BT =) mTor = Z mifio-04

> (B —pi)ors —o ;—
i - d or, 0y
_\" Al o — =
Qo = ZF 5. N dtdgqa  Ogq |
7 dn - or; 0ry
=2 = 30 =

dgd ’ a’i’_ﬁ dqg
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X d aT aT
2% Kdm—qa‘a) ~Qu] =0
Se obtiene;

Donde las fuerzas generalizadas pueden contener tanto las fueras de
ligaduras como las activas. Pero las de ligadura holénomas pueden NO
aparecer en las ecuaciones.

Un caso particular: si F deriva de un potencial generalizado U(r,v,t) funcion
de las 3N+3N+1 variables de {r},{v} y t. Para 1D:

[ r 1)l ' /
0 : 7l - U(rvf)w DddU(riv,t)M:_ 1U(q.q), daU(q.,qz)
07 dt 0V 0g, dt g,

(demo.). Un caso especial es la fuerza de Lorentz sobre carga en campo

electromagnético, se obtiene del potencial Uy el lagrangiano: (probarlo
pag.10)

F = Q(E+ﬁx§), U:tj’f@'f’—fiﬁﬁ)

E = ‘f’d—? , B=VxA L=T- L—Errz?.‘—qm+q4t

IMPORTANTE: L no es unica, si se toma como lagrangiana otra L~

e (dl que r— 14 9@

dt
Se-qbtienen las mismas ecuaciones de movimiento. (basta ver que el

\ d & dF 8 dF operador de L sobre tal funcion es nulo)
\ 2 L —
\ dt dq, dt  dq, dt 21




Se Observa que las mismas ecuaciones de movimiento de la carga se
obtienen con otros potenciales segun

- - o J
((p_}@-’_af’j! A—}A —V{z}) U—:pq(gﬁ_ﬁ_qi_,]_q?q;
cl

Otro ejemplo es el potencial generalizado centrifugo:

(aceleracién del origen = a, (7). velocidad angular = Q) )
- - —_ - 1 —- - 1 —~f -
U=-mv-(Qar)-m=(Qnr) +ma, 1
2
8E =—m (_FE AF). ¥ CE =—m(v A E_:l) —m {_Fl AT)A Q+ rnc_f,; .
& cr
= - —_ = = —_ = d — -
Fp=-ma, +m(y rQ)+mQnar) nQ+—(=m(Qnrr)) =

dt
=-n(@, +@@r7)+ A7 +2003)
[




Conviene expresar la energia cinética
T en funcién de coordenadas y velocidades generalizadas.

f 5
- =24
I=T,+1+T, (34)
con
| & N
Iy =—m——, Ti=m)—a,,, I ——m 050,45 (35)
2 ot ot 1 éar - 21;
N

e

NOTA: paraunsistema U = U(?,\Zz‘)i U(i_{,g,...,rN,vl,...,;N,z‘)

VU ,v I)D U(WJ)H
07 ogdt 0V

f sobrela part.n: fn :

Notas sobre |1 (apuntes) :

Derivacion geomeétrica de las ecua. De Lagrane.
_ Ley de Newton en espacio de configuration 3N-D
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2 J. Casey, Am. J. Phys. 62 (9), 1994.
. [ F(n): M(n)i (n)
: < e S B L A

.
X, Espac.fisico 3D ¥ E(n) , F,(n), F3 (n)

Geometrical derivation of Lagrange’s equations for a system of particles

James Casey
Department of Mechanical Engineering, University of California at Berkeley, Berkeley, California 94720

(Received 29 November 1993; accepted 6 April 1994)

A concise but general derivation of Lagrange’s equations is given for a system of finitely many
particles subject to holonomic and nonholonomic constraints. Based directly on Newton’s second
3IN-dimensional law, it takes advantage of an inertia-based metric to obtain a geometrically transparent statement of
Lagrange’s equations in configuration space. Illustrative examples are included.

. B e S 3N
Espacio Pl= {x,x,x,x,...,x }
configuracion

cartesiano. = { x,(1), x,(1), x;(1), ...,x,(N), x,(N), x, (N)}

24



3N-Dcartesiano

Se asocian 3N masas cartesianas
segun :

_ [m1,m2 m3, ...,m3N}

(MO),MQ0),MQ),....M(N),M(N), M(N)

Y 3N componentes de

una fuerza f :

= {flafz fg,,...,f3N} =
| RO BOF QD ... RN, BN).F(N)

25



3N-dimensional b

La energia Cinética

iz %nivlj\/[(n)(jcl(n)2 ¥ )'cz(n)z ¥ x3(n)2) 5

La correspondenciaentre ambos
espacios se logra renumerando
indices:

x,(n)= x

Mwy="m,, = m,, =

Las componentes de f en
el espacio de configuracion
son :

3n-3+i

4 ook
T e
LA @R 2 S TR
13Nm(xk)2
22 :

, con n=1,2,....N

b F(n)= f, ., donde i=12,3

m3n >

26



Espacio vectorial de configuracion:

punto P:

Conla masa total

3N-dimensional

* Se definen coordenadas de un 7k k

*Y una métrica (norma) en espacio 3N-D:

13N

3N
d2 - (ik)2 =i m (xk)2’
& Zzl m Z:l :

*P puede representar un vector de posicion
configuracion
*Con la base ortonormal { 51, ép 9é3N}
3N e
= ‘e v [
Z k 4 DV
=]

r

en el espacio de

OP°

27



Espacio de configuracion:

*Y con un par de bases fijas reciprocas { ék} [ ék]

G s
e = em. /m, e = e mim,,

SO e ol B oy

—

*Posicion y velocidad de Pson: r

% I o q_d’—;_w €.
r—erk, v——-erk,
=1 =1

dt

* lo que permite construir la fuerza del espacio de configuracion sobre
“‘una” particula como

sl ;
f=kae,
=

28



* Lo que lleva a relaciones de particula en el espacio de
configuracion, con su metrica ds, como las de una particula en
espacio 3D (formalmente idéntico al caso del movimiento una

particula) : dv e dT
=t e
dt dt

B ] BTy R
“myli: —m xkxfgkugjs T, ds” = dr Udr - ;dt :

Fig. 2. Two constraint surfaces f,=0 and f,=0 intersecting to form a one-
dimensional configuration manifold AB. The tangent space to AB at the
point occupied by the particle P is a straight line passing through this
location and parallel to the vector a; . Both Vf,; and Vf, are perpendicular to
a,.

AS



Variedades en el espa. De conf. y geometria

\ P *Silas N particulas se someten a M ligaduras
\ AN holbnomas (geométricas)

\

e
S 0,(F.)= 0, (=12, M<3N)

*Cada relacion define una hipersuperficie de dimension 3N-17 .

*La interseccion de ellas es un subconjunto S de dimension
f = 3N-M.

P permanece en S descrito con un minimo numero de variables f
para localizar a P en t en S. Las f coordeandas gaussianas se

llaman variables generalizadas, y f es el numero de
del sistema. S es una variedad con geometria de
Riemann. . 17
A V(q,t), qd- 499,55 q]“ C—ia i
09,
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* Y con las relaciones de la Seccion [.1.3, la energia
cinética se puede descomponer segun:

v:zqaaa+a’”(‘1”), T =Ll
- 0¢
1 0070 S OaF 1 J =
T = —mp—nq . T = LG, a4 G, 0d,)q. d, 2 0,
o % 5l ] mazl(at d, )4, ZmZIZ(a iy )d, 4
S
2T2dt22 0,

métrica: ds” = Zlgl(a (G, )dq, dq, -

* T2 es funcion homogénea de grado 2, forma cuadratica definida positiva.

* T debe coincidir con la energia cinética de las N particulas:

. iy &
T- i Zma(()rnq,aJrarn
2,1“,1 0qg, 0t

*Se llega a las ecuaciones de Lagrange como se hizo para una particula.
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* Con los vectores a, del espacio tangente como
base: (Secc. |.1.4, pag. 5)

fla, = mvia,, O = el
S
g _ .da,
dt di*’
Y de
.o e T e G __(vaa_V) e
' gl i e d, 04,
SRR
O Sl
ar 0q, g,
0r

dt v’ Sedefinelalagrangiana L(q,q,t) = T(q,q,t)- U(q,q,t)

Lo gl S T
dt 0q, g, 32




La derivacion geométrica simplifica la notacion y demostraciones teoricas.

Introduccion de las ligaduras.

En general, no todas las fuerzas derivan de un potencial generalizado U. Hay que
partir de la ecuacion general de Lagrange para T y descomponer cada Q en
contribuciones.

Las ligaduras implican fuerzas sobre el sistema ;Cuales?

A) Si sélo hay M ligaduras holénomas éstas pueden usarse para definir 3N-M=f
variables independientes {q}, el Principo Variacional da las ec. de Lagrange
como en ausencia de ligaduras , pero se pierde informacion de fuerzas

asocladas. 0,(Fy Ty Fyst) = 9,(F,0) = 0, 1= 1,2, M

Otro procedimiento: Principio variacional condicionado y método de
multiplicadores de Lagrange. Ejm. Caso en dos variables.

L= L(%»Qzaq.vq.zat) - 01=0¢=

12 2 d 0L 0L
0 Ldt= - ) g, dt
[, jaz:l[dt(a%) 0%] q,

Pero las dos { ¢, no son independientes si hay una ligadura

) )
0,(4,,9,)= 0L ﬂéqﬁ ﬂd% =0
a% a%
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Hay que eliminar una variacion de g en funcion de la otra para tener una variable
Independiente.

, d L 0L
NOTACION (operador): {, (L) = —(—)-
Asi , se elige: dt 0% ()qa
(L)( (L)( = A (@)
Da dos ecuaciones , mas Ia de ligadura para %tres incognitas.
d 0L 0L d¢
= - =12
() dt(aéa) 04, Adqa T
En general: . . 30.( )
d (01 q,! _
= =1,...
fa (L) dt(aqa) aqa Zl l() : a ) 93N

Se tienen 3N+M ecuaciones (de Lagrange mas Ilgaduras si todas se incluyen) e
incognitas (pueden incluirse solo algunas ligaduras y multiplicadores)

Significado fisico: se obtienen las mismas ecuaciones que si se hubiera usado el

lagrangiano = L+ z A, (0)0,(q,t)

Los multiplicadores estan relacionados con las fuerzas generalizadas de ligadura

R, (normales a superficies definidas por ligaduras, no hacen trabajo virtual).

1, (0 2D - p/()‘“"f” D007 peng®7 (osp config)
g, J7 dqa lg

x<L

34



Se obtienen asi las fuerzas de ligadura en sistema holénomo de lagrangiana L

B) Ligaduras anholénomas. No hay procedimiento general, podria operase igual pero
estas ligaduras tienen a las velocidades

qor(Qqut) = Op r = 1,...,L
Y en el calculo variacional no se prescriben las variaciones virtuales de las velocidades.

Aun asi, daria ~
L=L+) LOp(g.0)

d 0L 0L L - d¢
Ea (L): ( ) )' - 'Z [Al(t)fa ((pz)'l'Az(t)—.l]
dt 0% 0% =1 0qa
Con derivadas primeras de los multiplicadores, de los que no se conocen condiciones
iniciales
Cada caso ha de estudiarse independientemente. Un caso particular simple es el de
ligadura semiholénoma:

a4=f

J B, (004 B(g.H)0 (57)

r=1

Por comparacion y extensiéon del caso holénomo, pueden introducirse multiplicadores

f& G, =ub d, =B, . (=12 ..L:f=12 .../

i

%

ET . =L
= Qa + EfHJ'Bm

o J-=].

diery
dt\ dq, | og

35




Conviene descomponer (si es posible) las fuerzas segun procedencia y partir de las
ecuaciones generales de Lagrange para la T.

Por ejemplo:

d 0T 07 .
b, (T)= — ()" =0+ O+ O+,
dt 0q, g,
Fuerzas generalizadas:derivadas de un potencial, asociadas a ligaduras holénomas,

anholénomas y otras, como las disipativas de Rayeigh , giroscdpicas etc.

Algunos casos de fuerzas: i= f
a) giroscopicas, aquellas de potencia nula, es decir z 0.q;= 0
i=1

con caso particular de potencial generalizado: N :
° P ’ Ulg.) | 1 (9}, dando O = 1, (U)
b) disipativas a aquellas cuya potencia es negativa y pl’jleden derivar de una funcién

W (potencial de Rayleigh) : 1/
=f W= 5% b, 4,49, k= f
0.4,<0 R Rl "
Zl . M =) Ql z bquk
Qi ) a . k=1
q;

Si el sistema es holdnomo y todas las fuerzas derivan de potenciales generalizados
e dice SISTEMA LAGRANGIANO vy si es newtoniano se le dice NATURAL.
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Sistemas Lagrangianos, sus ecuaciones de movimiento derivan de un
lagrangiano de forma general L=Ly,+L,+L, :

1 J . 4 .
L=2) cilat)ad L=y alat)d. L=clq)
=1 B
y sus ecuaciones de movimiento son: d|lg.q.t)|_cLllg.¢.H) _,
dar| g oq;
Ejm. L=T-U(r).

Constantes del Movimiento. Simetrias y Conservacién.

Constante del movimiento ,integral primera: Cualquier funcion que permanece
constante durante el movimiento del sistema.

Ejm. Si una coordenada no aparece explicitamente en L, se dice ciclica o ignorable,
entonces su momento generalizado asociado en constante:

d 00L(q, q,t)D 0L(g,9,1) . .
il 0d, o - g, e
[ [
Ejm2, Sla—L-iD z G_L%D: 00 L- z p,q, = -H= Cte.

it dtg & 0qg [ a



LaS leyes de conservacion estan relacionadas con simetrias y con las llamadas
transformaciones invariantes del sistema.

A veces la Lagrangiana es independiente de ¢, o de una coordenada g siendo entonces
L invariante ante traslaciones temporales o espaciales.

El IMPORTANTE Teorema de Noether (Amelie Emmy Noether, 1832-1935)

establece que

A cada simetria de la lagrangiana le corresponde una ley de conservacion

Si L es invariante ante traslaciones en el tiempo, en el espacio o ante rotaciones, se dan
las leyes de conservacion de la energia, del momento lineal o del angular,
respectivamente

(consecuencias de la homogeneidad del tiempo, y de la homogeneidad e isotropia

del espacio) .

I.2.5 Transformaciones invariantes. (Teorema de Noether)

Existen transformaciones puntuales invertibles dando ecuaciones explicitas de
Lagrange exactamente iguales en la nuevas coordenadas. Se dice que las ecuaciones
son invariantes a este tipo de transformaciones (la transformacion de invariancia, se
dice entonces que es una “simetria’). transformacion puntual invertible, ¢’ = ¢q'(g.t)

AIGE0 L4000 5 ey g0 4l
dt 04 iq




una transformacién con £(4-4.0= L(q(4.0.4(q.4.0.1) _campiar las g como

funciones de q - es de invariancia si la Lagrangiana lo es
L(q.q,t)= L(q.q,0)

de forma trivial, pero, mas general es la condicidn:

! [y [y dw (qlst) . I el dw (q'ﬂt)
L'(q.4,0)= L(q,q,.0)+ ——"— —)> L(g,q,0) = L(q,q,0)+ — =
dt dt
Ejemplo: L :%m 2. sea x'=x+alr).
L :lm (' —a)? = Lm %+ im a’ —max= lm i +7dw(x'.r)
2 2 2 2 dt
= oy 4+ oy = lmﬂf2 —maix’, = oy = —mda. oy =—ma
o’ or 2 ox' ot

. 1 5 .
esdecir: gd=0.(a=v,. a=vii+ag,) W:Emd‘r—nmx .

x'=x+vyt +a,. (Transformacion de galileo).

PR -Vt
Ejm. Particulas libres R
sin interaccién § {;’ -V

L'(F,¥,t)= L(F,V,8)= L(F - Vt- 7,9 =¥ - V,1)-

Y m -7




Ejm. Transformacion de Galileo: En todos los sistemas inerciales se
verifican las mismas leyes de la mecanica.

Leyes invariantes ante transformaciones de Galileo. Ejm. Sistema
newtoniano (natural) de particulas interactuando con potenciales U.

\il

v.=r - Vt-
vn:vn-V

L'(F,V,t)= L(F - Vt-F,9, - V,t)=

22 B, -V nZkU(Irn V- K- - V- )=

1 L, sa -, X G))]
— N m |v -V|]-N U(r -r'|:= V',

22 . 1V, | nzk (r, - n £)+ ”
con v (7.0=Y m (Vt/2-VIF

Ambas lagrangianas dan las mismas ecuaciones del movimiento, y
difieren sélo en una constante. Y la transformacion ... jes invariante?

I4 - 2 i e - o 7 — i
-—at -Vt-r ;v =v —at-V

n n




Transformaciones infinitesimales. El cambio paramétrico

qg £ q(q,t;0 ) con p parametros 0 = al,az,...ap y ¢-= {ql,...,qf]

siendo ¢ '(g,t;0 0)= g con variacion ( - 0o o0 ,(|l0a ||< £)
q:q(q80,)* W) greg M s grig
00 10 00 10

Para transformacion infinitesimal invariante (pag. 16), diy
L(qaqat): L(q+ 6qaq+ 5qat)+ 7

a—l.’5q+5¢l = cte. U 2%59-"'5‘»02“6

0qg J q] J

A cada transformacién infinitesimal invariante se le asocia una ley de
conservaciéon o constante del movimiento

Debido a la homogeneidad e isotropia del espacio para un sistema aislado se
deducen la conservacion del momento lineal y del angular por
transformaciones invariantes ante traslacion y rotacion global del sistema.



Sistema de particulas aislado Newtoniano

LZm ‘)

,J'
Invariancia ante traslaciones: Aplicando Noether para una traslacion del sistema:

Pl d= cte,l P= cte

jor b Gan G
Puede conservarse sélo alguna(s) componente(s) del momento incluso en sistemas
no aislados: aquellas en las que la traslacion del sistema esta en direccion de
fuerza invariante (Ejm. Coordenada ciclica) También con ligaduras holénomas
(si son invariantes también).

Invariancia ante rotaciones: Ante una rotacion global del sistema entorno al eje u

ANAR RN AR LEA L P2 iR 2 O 70 = 72
[ z z i j i

o~

S~

: . . . L8 =cte,] L= cte
7 I 0 z U
I

~
=]
S
11
~
=
=)
><
~|
g
q
= Y
[ ]
| e |
3
=\
=
=
>
~
—
L= |
f= Y
i

La conservacién de la energia es consecuencia de la homogeneidad del tiempo y
de la invariancia de la L ante traslaciones temporales, también valida si hay
ligaduras No-holénomas ideales, ver(83):

0B 20 ] pg-lice s L
q=1 dt
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0B 20 ] pg-lice s L
q=1 dt




1.4 Transformaciones puntuales que involucren el tiempo (T? de Noether).

Consideremos la transformacién puntual ¢ ' =¢'(q.1); ' =1(1)
1
las nuevas variables

r' t
2
= T L@ @104 O L 10y Lav= T 10 %L 1040000, 9L 10a
g g
ey SELAILD FGAIED o 1= LG O a0 0L 1) 2

di' o(dq'/dr' &q'

Si la transformacion puntual es nvariante

dg' dt arr:; dys
P b ] . !
L(g(q'(t).1(t).4(q' (). — . 1(tN)— = L(g" . —.1) +—
dt’ dt dr’ dr’
S . . . , . , dr' ..
la transformacion infinitesimal invariante: ¢' =g+ dqg, ¢ =1+ 0t o =1+0f1.
La condicién de invariancia es  L(q. 4. r)——L(g dq 1)+ d:{ .= L(g.q.t) = L(q", g )d—f av
dt’ dt dt’ di  dt
dt’ (Z‘r;_")‘i!!f
I )=L(g+38q.d+ 54 arr+f=‘r— T = ol . .
(¢.4.0)=1(q+99.9+ 54 ~4 ) d —S8q + Sw — HSt =cte (106)

cq




Tema Il : Mecanica Hamiltoniana

I.2.4 Ecuaciones canonicas de Hamilton.

Como en Termodinamica, pueden aplicarse transformaciones de Legendre para
tener funciones con variables independientes distintas:

Ejim. F es transformada de Legendre de la energia interna U:

dU =TdS- PdV, sea F=U-PVlU dF=-PdV-SdT

Analogamente,puede definirse otra funcidén H con otras variables independientes
distintas las de la Lagrangiana:
oL

f
p;= o = §¢;=4q;(g.p.1) . H(q.p.t)=2.4;p; —L(q.4.1) (94)
j i=1

Diferenciando H(qg,p,t) se obtendran 2f ecuaciones diferenciales de primer grado:

8 fa f S L cL
=5 oy o5 By Ho =54dp,-5Edg, - Lar
=104 ; j=1CP; ct J=1 =104 ct
es decir
¢H(q.p.t) _ _C¢L(¢.4.1) CH(g.p:1) _ . ¢H(q.p.t) _ _0L(g:¢.1) dH _¢H
cq; g, cp; ’ ct ct At At
cH(q.p.t) . _
———=4;» = p;=pq.q.1),
atemente, puede pasarse de Ha L: P;

vf' .
L(g.q.1)= ;mpf —H(q.p.1)



Ecuaciones de Hamilton. Notacion y comentarios.

Nota:Las 2n ecuaciones pueden derivarse del Principio variacional de Hamilton
(modificado) sin imponer que p(t) esté fijo en los instantes finales.
t (11.1.3 Principio de Hamilton modificado)

8E JzL(q,c],t)dt con q(tl) yq(tz) fijados:
ty t

o ot iH
< 55-5!1(19-61 H(q,p1)) dt: £(p+aq

t

P 0H
)-561dt+j(q'a

) pdi+ [ pelg]|

t tl g = Y @.p.0
[t Pigarz 00 e o '’
N t i 0 q, b= - 0H (g, p,?)
| l 0 g,

Se pueden escribir en notacion matricial o simpléctica (ll. 1):




Para evaluar /a derivada temporal de una funcién u(g,p,t) a lo largo de las
soluciones del sistema hamiltoniano, en el espacio de fases asociado, conviene
formalizar calculos con el Corchete de Poisson.

I.1.1 Constantes del movimiento. Corchete de Poisson

T T
@: d_u an +au: bu DJDa_H+a_u
de ndnpno de 0t qd in 0t

El corchete de Poisson de dos funciones u, v se define:

[uv] _Z”H()u dv  du OVH 5 .
e =100q, 0p; 0p; g, [u,v]n i EWEZ DJDW
Entonces:

du 0u

— = H + —

dt . ]q”’ 0 ¢

Los corchetes fundamentales son:
la, ac]=1ps P1=0; (g, Pl =~lp0wa;] =0,

Y las ecuaciones de Hamilton quedan:




@q g, H] | d _H
o bien
Ep [pl,H] dt 0/]

Propiedades (corchete nulo,, antisimetria, linealidad, producto e Identidad de Jacobi):

= [0, H]

aj :HJ'.!] =0.

b) :H,‘l-‘] = —[1:1;] .

c) :-::.f u+bv, 11']— ﬁ’[i'! 11']+b[1-‘.11-‘] . a, b constantes.

d) -H". n] [‘H 11}1 -I-H[‘I. u]

el H [1 11]]+[1 [n H]]—I—[u [H 1]] 0 . (identidad de Jacobi)

Aplicado a H, y si u(p,q,t) es una constante del movimiento:
Si u y v son dos constantes de movimeinto ;lo sera [u,v]?




Ejm. Problemas. 1: La tension es el multiplicador de Lagrange

p=x+x,+cte=0, r=xe + x,e,,
- variedad de configuracién 7 (x,) = x,e, + (cte — x,)e, .
ol mo -~ o - - - - .
ay=——=e—e . [f=0mg-T,)e' +(mg—-T,)e* .
m; v,
- 1/2 - 1/2
|el| = (my/m) e | =(m,y/m) . m=my+m,
Vg=2'+2’. fH =T (et +2)=-T, V¢ .= f¥.a =-T, (e +e’)-(e, —e,)=0
— g 1 L2 - — 1 -2
V= x4, T:Em;rlal-al :E(}nlerz).xl .

o) :f'al :(”?13’5] -0-}3123’51}-(51 _Ez}:(ml —m,)g

v o A =0 = (mptmy) X =y —my)g




. /
g . . ligadura : gsﬁ:\,l'foryf—zz—LEp—:z—L:ﬂ
5 1
o g
d T T . 22
X =
—_——=0,. = (m, +m)p—m pl =—m,g
dtép ép ° L 1 :
d ¢l ¢T ;
¢ m L Lo, . = Lomp-o,
dt 268 ¢8o dt
T—i =2 252 l -2 ( - 2 _ i 29y —
=—m (P +p 6 )+—m,I3. myp—my p0° =-T1,. (my p~6)=0.
2 2 dt
< myz, =1, —m,g
L p=p—-z,-L=0
. . _ _ _ ) :
> ligadura: isen@-jcos6 =0, (Byx+B,v+Bs0+B,=0).
1 2
2 : [
%% _‘Z_i = 1,B, . 2myx = pysen@ .
M 6 o ;
ii - S—T =2mggsena + 1By . 2my v = 2mygsend — i cost
dt ov v
2 i{fa_:r\ _5_T = i,B < 2m L6 =0
Yy dfl\@é; 20 1515 - 0 .
Xsen@ —yvcos@ =0, Xsent? —ycos@=0.




7(6.¢) = RsenBcos@ e, + Rsenfsen@pe, + Rcos@e; +2R(cos(8/2)-3/2)e,.

v

1(6.0.0.0)=—(m+m) (0d, +63,)-(0d, +63,)=—m] +—m;»3

22=

2R(cos(6/2)-3/2).

U =mygRcos@ +m,g2R(cos(6/2)—3/2)

ia_‘[‘_(j =0. —= mle.s-enzH@ = cte
dt 8¢ o@

ia_‘[j_ﬁz[j, a—L:Dj I'+U=cte.
dt ¢6 co

ct




5) )
: _ At” Z
G=md=At+B , @:T—Br , (@(0)=0).
6. 1 coordenadas generalizadas.
X
x=Rsen@+rsenfl, z=—-Rcos@—rcost.
en donde @ esuna funcién explicita del tiempo.
- - 1 - -3 ]. - - b
T(r.0.r.6.t) = Em{x‘ +z7)= :m((Rmcos @ +rsenf +récosd)” +
+(Rosen@ — icosf + rfsen 6)%) ,
U(r.6.f) =—kr* —mg(Rcos@ + rcosf) .
6)
Sean & v ¢ coordenadas generalizadas.
1 152 1 2.2 1 2
| T'=—ml{0" +—myl5¢~ +—myvis ,
A 24 } 2 77
_ [,
W < Vi = 1,60, +—¢ﬁff
vi =167 I,6¢ cos(p —8),

f’ !
T 1 , . 2 .
U = —mg - cost —m,g(/ cos@ + - cosg) .

e

e



10)

Coordenadas generalizadas: (x, v)del CM v & @

vy = (:%.f +3j )+ @~ CB=
= {1 —R6Bcos@ ) i+ [1 — RBseng@ )} =0
Ecuaciones de ligadura no holénoma:

i—ROcosp=0 . i"—RBsen@=0.

Ll +57)+

X

-8
—@send

@cosd

I=—1
2 3
M.,
) _ T‘MR 0 0
+l(— 5’-—6;?5&11(9.&&055’] i 1. .
2° ' ' s 0 — MR’ 0
4
1 .
0 0 — MR |
' 4

( d{(ar\ ér

E. ce |_ Fae - Z‘-"EJ.SB_E.T = ."”1

d{éer | ér

s o = {8 v — L

dt| av | Sy ;f' e85y = Mo

% C; |_ i; =D HgBg = —thRcos@ — (L Rsen@ .

o8& ) ¢©

d{éery ér

d(eT) T s, 5 oo

ot L c@ ) el :

1
T2

o=—-0i'+vok .

'
Z
5/
\ _.
Z
>
“T
Y
_\_\.\\
.
Fr b
i i 1 o 42 @
M2+ 32 )+ MR 6>+ 2
4 \ 2 )
(incognitas: x , v, & . @. fi. i)
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