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Resumen

En estas notas desarrollan mis clases de introduccion al electromagnetismo de la asignatura
Fisica Il del Primer Curso de la ETSIAE y no sustituyen los excelentes textos citados en la Biblio-
grafia. Han sido redactadas para el grupo M2 donde imparto clase en el curso 2023-2024 y seran
mejoradas a lo largo del curso. Su propoésito es servir de resumen y guia de lectura para abordar
la resolucion de los problemas y también como ayuda al estudio, complementado el libro de los
apuntes oficiales de la asignatura.
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Introduccion al electromagnetismo 1

1. Electrostatica en el vacio

Partimos del concepto de carga eléctrica que es una magnitud fundamental en la naturaleza como
también lo es la masa de un cuerpo. Una carga puntual es un objeto material con carga eléctrica cuyas
dimensiones son despreciables frente a la escala de de longitud del problema, de modo anélogo al
concepto de punto material' empleado en la Mecanica Clasica.

Desde un punto de vista macroscopico, la carga eléctrica puede estar dis-
tribuida de un modo continuo dentro de un volumen V,,, y podemos de-
finir una densidad de carga en cada punto del mismo como,

pe(r’) = lim AQ = e
¢ AV—0 AV dV!

En el esquema de la figura 1 vemos que dQ’ = p(r’) d®r es la carga
contenida en el volumen elemental® d*r = dV = dz dy dz y dentro de
Vi sera,

, , Figura 1: Distribuciéon de
!
Q= / pe(r’) AV’ = / pe(r’) du dy dz carga p(r) en el volumen
Vm Vnz
V.

En general p.(r’,t) dependera de la posicién 7’ y pude cambiar en el

tiempo, pero de momento nos vamos a restringir a la electrostatica, es decir, a situaciones donde
0pc/0t = 0y la distribucién de carga permanece estacionaria.

Cuando un conjunto j = 1,2,..., N de cargas g; se mueven con velocidad v; se produce una
corriente eléctrica que se caracteriza mediante el vector densidad de corriente eléctrica,

; 45 vy
J.= lim
‘T AVS0 s AV

que representa la cantidad de carga transportada por unidad de tiempo y superficie. En el caso general
J.(r,t) no es uniforme y depende del tiempo, cuando el flujo de cargas es estacionaria 9J./0t = 0
decimos que es una corriente continua.

1.1. El campo electrostatico.

La siguiente expresion de la fuerza electrostatica o de Coulomb entre las cargas puntuales ()1 y
()2 separadas una distancia d = |r; — 72| es valida cuando ambas se mueven a velocidades pequeias
comparadas con la velocidad de la luz. La fuerza Fb; ejercida por Q1 sobre ()5 es,

Py — I Q1Q2 (r2—m) Q1Q2

— = u
dme, |ro—r1)? |ro—r1|  4dme,d? d

'Un objeto de masa m cuyas dimensiones son despreciables frente a la escala de longitud del problema.
?El elemento de volumen se escribe de varios modos dr = d®r = dx dy dz = dV que son equivalentes.
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2 Fisica II

El vector unitario ug = (ro — 71)/|ra — 71| va desde Q1 a Q2 como se muestra en la figura 2 y se
tiene F19 = —F5;. La fuerza electrostatica es repulsiva si las cargas son del mismo signo )1 Q2 > 0
y atractiva Q1 Q2 < 0 en caso contrario. La constante ¢, = 8,85 x 107!2 F/m es positiva y se
denomina permitividad del vacio de modo que 1/47e, ~ 9 x 10 Nm? C~2,

Se define el vector campo eléctrico E (1) creado por la carga pun-
tual ) como la fuerza que se ejerce sobre la carga unidad positiva
en dicho punto r,

1 r—r
B,(r) = @ rore) o
dreo [P —7ro [ |7 =174 |
El campo eléctrico creado por un conjunto de v = 1,..., N cargas
discretas (), en un punto r del espacio sera la suma vectorial, Figura 2: Fuerza de Coulomb
entre dos cargas positivas.
N
r—Ty)
E(r) = E,(
() az:l a 47r50az:1|r—ra]2\r—ra|

de los campos individuales. Por consiguiente, la fuerza electrostatica una carga ¢ situada en el punto
r sera F, = q E(r) superposicién de la ejercida por cada carga individual.

Podemos generalizar estas definiciones para una distribucion continua de carga como se muestra
en el esquema de la figura 3 donde el campo infinitesimal d E(r) en el punto P creado por elemento
de carga dQ' = p.(r’) dV' situado en 7’ es,

1 Q" (r—r7r")
drey v — 1'% |r — 7/

dE(r) dE(r) =

Si sumamos vectorialmente la contribuciéon de todos los elementos
P dQ' contenidos en el volumen V,, de la figura 3 tendremos,

By — L /Vpc< M=) "

d7e, lr —r'|3

Figura 3: Distribucién conti-

nua de carga p(r”). Esta ecuacion permite calcular el campo electrostatico E(r) cuan-

do conocemos la forma de la distribucién de carga p.(r’) efectuan-
do una integral de volumen. La integral es mas simple si la carga estd distribuida en un plano,
dQ' = o.(r)ds o alo largo de una curva dQ’ = \.dl siendo 0. y . las densidades superficial

y lineal respectivamente y las integrales,

B(r)= — /S o)1) gy By = /C Aelr) (T =) gy

4dre, |r — 7|3 dre, |r — |3

son dos casos particulares de la ecuacion (2). Estan extendidas sobre la superficie S, (curva C,,)
donde la densidad superficial o.(r’) (lineal \.(7")) no es nula siendo dS” = dz’ dy’ el elemento de
superficie (longtitud de arco infinitesimal dl’).

L. Conde



Introduccion al electromagnetismo 3

Una carga g que se mueve con velocidad v, respecto de un campo magnético también experi-
menta una fuerza que viene dada por,

F = q(vq A B)

donde B es el vector induccion magnética o densidad de flujo magnético que caracteriza la intensidad
del campo y que introduciremos posteriormente en la seccién 4. En esta expresion la velocidad v,
de la carga se mide respecto de un triedro en el que las lineas de campo magnético permanecen en
reposo de modo que,

F,=q[E + v, N\ B|

es la fuerza total que experimenta una carga g que se mueve en presencia de un campo eléctrico y otro
magnético superpuestos y se denomina fuerza de Lorentz. Esta Gltima expresion es valida siempre
que las velocidades de las cargas sean pequenias frente a la velocidad de la luz.

1.2. Potencial electrostatico

El potencial eléctrico se relaciona con el trabajo efectuado por el campo eléctrico E(r) al desplazar
una carga () desde el punto 7, a otro 7 a lo largo de la curva I(s) como,

Ty Ty
AWab:Wb—Wa:/ F-dl:/ QE-dl (3)

Se define el potencial eléctrico (o electrostatico) como el trabajo por unidad de carga ¢ = —W/Q
realizado contra el campo eléctrico al delsplazar la carga ) entre los puntos r, y 7, sobre la curva
l(s) de modo que,

™
o(m) ~ olro) == [ E(r)-al @
Ta
En forma diferencial es d¢p = —E(r) - dl y si dividimos por la longitud di de la curva ambos miem-
bros,
do dl

donde t es un vector tangente a la curva a lo largo de la cual se desplaza la carga. Como hemos visto
antes, para una funcion escalar ¢(r) se tiene la igualdad vectorial,

% =V¢-t podemos identificar, |E(r)=—-V¢ (5)

El campo eléctrico resulta ser el gradiente del potencial cambiado de signo y se cumple que,

VANE=VA(=V¢)=0 siempre, (6)

decimos que FE es irrotacional o conservativo. Equivalentemente,

/T:b E(’“)'dTZ—/T:bVqZ)-dT’Z—/r:bdcbzqﬁ(ra)—qﬁ(rb)

y para cualquier curva C' cerrada tendremos si aplicamos el teorema de Stokes,
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4 Fisica II

0
/st-?{E-dr—O luego, %E-dr—o
S C C
pues el potencial ¢(r) toma el mismo valor en el punto inicial y final de la curva cuando el campo
es conservativo.
Podemos calcular el potencial eléctrico creado en el punto r por una carga puntual () situada en

un punto g fijo,

1 Q 1 Q

T—TQ
d = —E . d — = — . d — = —77(1 —
%a (r=rq) Ame, [r —rg|? |r — 70| (r=rq) Ae, |1 — 1ol [r = el
Integrando tenemos,
I Q
= 7
9o (r) dme, |r — 1| @)

donde la constante de integracion se hace cero imponiendo la condiciéon ¢(r) — 0 cuando |r| — oo,
es decir, el potencial eléctrico en el infinito es siempre nulo. Un conjunto de o« = 1,2, ..., N cargas
puntuales @, situadas en los los puntos 7], 75, . . ., 7, crean en un punto 7 del espacio un potencial
que sera la suma,

I\ Qa
o(r) = dme, Z |r — 7’|

a=1

También podemos generalizar esta ultima expresiéon para una distribucién de carga eléctrica
pe(r") como hicimos con el campo eléctrico en la seccion 1.1 anterior. El potencial d¢ creado por la
carga dQ' = p.(r’) dV' sera,

1 dQ

~ dre, |r — /|

de(r)

e integrando sobre todas las cargas elementales d@’ contenidas en el volumen V;,, de la figura 3

resulta,
1 pc(rl) /
= dV
¢(r) /v . ®8)

 4ne, lr — /|

Si conocemos la distribucion p.(r’) podemos calcular el potencial electrostatico mediante una
integral como en la ecuacion (2) para el campo eléctrico. También sera mas sencilla cuando la carga
esta distribuida sobre un plano o a lo largo de una curva.

1.3. Lineas del campo eléctrico

Para visualizar la estructura del campo eléctrico producido por una distribucion de cargas se
emplea el concepto de lineas de campo. Se trata de una curva imaginaria cuyo vector tangente en
cada punto coincide con la direccién y sentido de la intensidad del campo eléctrico en el mismo. Se
obtienen resolviendo la ecuacién diferencial,

L. Conde



Introduccion al electromagnetismo 5

(a) Cargas de signo diferente. (b) Cargas de igual signo.

Figura 4: Esquemas de las lineas de campo eléctrico producido por dos cargas puntuales.

que expresa la condicién de que el vector dr sea paraleloa E(r) = E, i+ E, j+E, k. Como muestra
la figura 4 las lineas de campo se originan en las cargas positivas y terminan en las negativas, puesto
que el vector E(7) es unico en cada punto 7 no se cruzan.

De la ecuacion (1) se deduce que las lineas de campo de una carga puntual apuntan en la direccién
del vector unitario radial bmr, con centro en la misma y su sentido es hacia afuera de la carga si
@ > 0y cuando () < 0 en la direccién opuesta. Las lineas de campo producidas por la combinacion
de dos cargas se muestran en la figura (4). Puesto E = —V ¢ las lineas de campo son perpendiculares
a las superficies de potencial ¢(7) constante, para una carga puntual son esferas con centro en la
carga como se deduce de la ecuacion (7).

1.4. Teorema de Gauss. Ecuaciones del campo electrostatico.

Para introducir el teorema de Gauss aplicado a la electrostatica partimos de la expresién del campo
que crea una carga puntual, que situamos en el origen por simplicidad,

1 @r

dme, 2 1

Si dibujamos una superficie cerrada .S alrededor de () como muestra la figura 5a el flujo del campo
eléctrico a través de la misma sera,

1
j{E-dS: @ f1r s
S dme, Jgre T

Sin es el vector unitario normal exterior a S' el producto escalar en el tltimo término es,

T8 =".nds = cos0ds

r r
En la figura 5b se observa que la proyeccion de elemento de superficie d.S sobre un plano perpendi-
cular al vector radial 7/r, que dividido por el radio 72 es igual al 4ngulo sélido infinitesimal d€) de
la superficie esférica S’ con centro en Q. Por consiguiente®,

1
j{2’°-dsz dQ = 47
srer S’

*Empleando las relaciones (82) y (83), el concepto de angulo sélido est4 desarrollado en la seccién 7.1
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6 Fisica II

(a) Carga rodeada por S'y
otra superficie esférica S’ (b) Detalle de la figura 5a.

Figura 5: Esquemas para ilustrar el teorema de Gauss aplicado a la electrostatica. La carga puntual () situada
en el origen de coordenadas esta rodeada por una superficie S cerrada cuyo elemento de superficie es dS'y
u, = T/7 es un vector unitario radial.

El flujo del campo eléctrico resulta ser,

fE-dS:Q
S €o

El flujo del campo eléctrico es nulo cuando la superficie S no encierra a la carga () como en la figura
6. El angulo solido df2 es el mismo para las dos superficies S y S2 que se forman por la interseccién
de las lineas del campo creado por la carga () con S. El flujo del campo eléctrico a través la superficie
formada por 51, S5 y la cara lateral es,

0
d® = E1 +dS) + E3 - dSy + E3~d83"

donde E,, E; y E3 es su valor sobre cada superficie y son vectores paralelos a u,, = 7/r vector
unitario radial. El tercer término es nulo puesto que E3 y dS3 son perpendiculares y tenemos,

1 1
go— 9 1M g Q1T g
4re, r{ T1 4me, ry T2
Puesto que dS] = —u, dS1 y dS3 = u, dSs resulta,
1 1
=L I s - @ LT g s, =0
4me, r{ T1 dme, ry T2
N———— ————
—dO = dQ

pues términos indicados son justamente el angulo sélido df? que es igual para ambas superficies.

Intuitivamente podemos pensar que todas las lineas de campo radiales que atraviesan las super-
ficie S pasan también por S; y puesto que pasan con sentidos opuestos no hay diferencia en el flujo
del campo eléctrico.

Si la superficie S encierra un conjunto de cargas puntuales (), con « = 1,2,..., N, como el
campo E = E; + E5+ - - - 4+ E sobre la misma sera la superposicion del producido por cada carga
y podemos escribir,

1 N
§B-as-= > a ©)

a=1

L. Conde



Introduccion al electromagnetismo 7

Igualmente, si reemplazamos las cargas puntuales por una distribucién de carga p. el campo sobre
la superficie S que la rodea sera la suma vectorial de los creados por cada carga dQ' = p.(r") dV
elemental como en la figura 3,

f{ E-dS—> / pe(r’) AV’ = Qrot (10)
S Vm

€o €o

Hay que subrayar que Q) es la carga contenida dentro del volumen V; que encierra la superficie S.
El volumen de integracion V;,, en la ecuacion (10) puede no incluir toda la carga de la distribucion si
S esta dentro del mismo.

Podemos derivar una ecuacion fundamental del electromagnetismo utilizando el teorema de
Gauss en (10),

1
?{E-dS’: V-EdV' = = pc(r’)dV’
S Vin €o JVp,

Como la integral sobre V,,, es valida para cualquier volumen arbitrario podemos igualar bajo el sim-
bolo integral y se tiene,

v-E=" (11)
€o

que habitualmente se denomina ley de Gauss.

La ecuacion (11) es una de las cuatro ecuaciones de Maxwell ge-
nerales que describen los fendémenos electromagnéticos y que en el
vacio son,

v-E="e vAaE-_9B
o ot

OFE

V-B=0 VAB=podec+ ptoo —

ot

donde la constante i, se denomina permeabilidad del vacio.

En el caso general el campo eléctrico E(r,t) y la induccion Figura 6: Una carga puntual Q
magnética B(r,t) dependen del tiempo, lo mismo que la densidad ~ en el exterior de la superficie
de carga p.(r,t) y la densidad de corriente eléctrica J.(r,t). cerrada 5.

Cuando estudiamos fenémenos estaticos donde los campos, corrientes y cargas permanecen cons-
tantes en el tiempo recuperamos la ecuacion (6) pues se tiene,

0 0

0 0
V/\E:—%?‘:O y también se tiene, V/\BZMOJC—%MOEO%%‘

La cuatro ecuaciones de Maxwell se dividen en dos grupos donde,

v.-E=" VAE=0
Eo

son las ecuaciones de la electrostatica que sélo involucran al campo eléctrico E(r) creado por la
densidad carga eléctrica p.(7). Las ecuaciones de la magnetostatica son,

V-B=0 v/\B:,UOJc

Version: 28/2/2024



8 Fisica II

describen la induccién magnética B(r) producida por los flujos de carga eléctrica J.(r) estaciona-
rios, que son las fuentes del campo.

e Ejemplo: Vamos a calcular utilizando el teorema de Gauss (10) el campo eléctrico que crea una
distribucion esférica de carga de radio R y densidad p, uniforme.

El campo eléctrico sélo tiene componente radial E = E(r) e, por simetria y dividimos el espacio
en dos regiones con radios r > Ry r < R para aplicar el teorema de Gauss. Si consideramos la
superficie esférica de radio » < R tendremos que dS = dS e, y la integral para el flujo del campo
eléctricos a la izquierda de la igualdad (10) es,

. = r)ey| * el =E(r = E(r) (4mr?
fB-as={ (B0)e]- WSe]=E) §_ds= B @)

puesto que E(r) toma un valor constante sobre dicha superficie. La integral a la derecha de la igual-
dad (10) resulta,

1 o o 4
Q = / pPodV = Po av =12 (z7r?)
r<R 3

€o Eo €o Jr<R Eo

Igualando obtenemos una ecuacién donde despejamos un campo radial E(r),

2y _ Po 4 3 _ [ Po
E(r) (4mr°) = . (37TT ) luego, E(r)= <3€O r) er

y el modulo del campo aumenta con r a medida que se incluye mas carga eléctrica dentro de la
superficie esférica.

Para r > R toda la carga de la distribucion esta dentro de la superficie esférica y tendremos,

Q 1/ Po Po 4 3 4 3
- = — OdV:f dV:f — R = Po\Z R
e W e /o 50(37r ) Y Q=po(3TR)

mientras que la integral del flujo del campo eléctrico en (10) queda sin cambios,

%E-dS:j(I{ [E(r)e,] - [dSe,] = E(r) (47r?)
S >R

Igualando,

2y _ Po 4 o3 _ po R? __Q
E(r)(47r7’)—80(37rR) y ahora E(7’)—<350T2 er_747750r2 e,

donde recuperamos el campo eléctrico de una carga () puntual.

En la figura 8 se ha representado el modulo del campo E(7) en funcion de la distancia radial para
las dos regiones del espacio. Para < R dentro de la esfera de carga el campo crece con r mientras
que cuando r > R decrece como 1/r? a medida que nos alejamos de la esfera de carga.

L. Conde



Introduccion al electromagnetismo 9

1.5. Energia Electrostatica

Para crear cualquier configuracion de cargas eléctricas se necesita una energia, y para calcularla
partimos de la definicidn (3) del trabajo que hace el campo para mover una carga,

Ty Ty
AWH,:/ F-dl:/ (¢E)-dl (12)
Ta Ta

donde 7, es el punto inicial y 7 el final. Como el campo es conservativo (V A E = () tenemos
E = —V ¢ siendo ¢ el potencial eléctrico,

N "Edi= (g / "N dl = (—q) [6(rs) — Blra)] = (~q) A

El trabajo AW,_,;, = —AE, es independiente del camino escogido entre 7, y 73, pues sélo depende
del valor del potencial eléctrico en dichos puntos e igual a menos la variacion de la energia potencial
E, entre ambos.

En la figura 7 se muestra un potencial eléctricos ¢(7) que disminuye
con la distancia radial r y otro ¢/(7) que aumenta. En el primero, el tra-
bajo necesario para mover una carga g > 0 positiva desde el punto r, al
T}, Sera,

AW,y = (—q) Ap >0 entonces, Ep(ry) < Ep(rq)

y es el campo eléctrico quien hace el trabajo necesario para desplazar la
carga. Para el potencial decreciente,

AWy = (—q) A¢' <0 setiene, E,(rp) > E,(r,)

Figura 7: Potencial eléc-

y es necesaria una fuerza externa para mover la carga del punto r, al r,  trico ¢(r) en funcién de
para efectuar un trabajo contra el campo eléctrico. la distancia radial r.

Si el punto 7, — 00 es muy lejano entonces ¢(r,) — 0y queda,

0
AWssoo = (—0)[8625) — ¢(70)] = q d(ra)

Podemos entender también el potencial eléctrico en el punto r, del espacio como el trabajo rea-
lizado por el campo para llevar la unidad de carga positiva desde dicho punto al infinito. Cuando
AW,00 > 0 el campo eléctrico mueve la carga y si es negativo es necesaria una fuerza externa
para desplazarla que aporte trabajo contra el campo eléctrico.

Si AW,_,~ > 0 para el proceso inverso de traer una carga ¢ > 0 desde el infinito hasta el punto
74 necesitaremos? un trabajo igual al que haria el campo,

AWoosa = (—q) ¢(rq) = —AE, luego, AE, = q¢(r,)

*Recordar que en un campo conservativo el trabajo es AW = —AFE,, donde E,, es la energia potencial.
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10 Fisica II

y esta energia potencial AE), queda almacenada como energia electrostatica de esta configuracion de
una carga.

Vamos a calcular seguidamente la energia electrostatica U, necesaria para crear una configura-
cion de cargas puntuales g; en los puntos 7; fijos donde ¢ = 1,2, ... N. Partimos de un campo inicial
nulo, y para colocar la primera carga ¢; en el punto r; y entonces AE,; = 0 pues no es necesario
aportar energia. Para situar la carga g3 hay que desplazarla en el campo E4 que ha creado la primera,

AWoospy, = / ) F-dly; = / 2(612 Ey)-dly = / 2(—612 Vi) - dly = —qo[p1(r2) —MO

o0 o0

luego,
AWooyry, = —q2 ¢1(12) = —AE,»  yentonces, AEp = q2¢1(r2)

Para colocar una tercera carga en el punto 72 hemos de desplazarla en el campo Eq + E» creado
por las dos anteriores,

r3 T3

AWoospy = / 3 (E1 + Ey) - dly = / (—q3) (Vo1 + Vo) - dlz = —g3[p1(r3) + ¢2(r3)]

o0 o0

y ahora AE},3 = g3 [¢1(T3) + ¢2(r3)].

La energia electrostatica de esta configuracion de tres cargas sera,

Ue = AEp + AEp + AE,3 = g2 ¢1(12) + g3 ¢1(13) + ¢3 d2(73)

y sustituyendo el potencial eléctrico (7) para una carga puntual,

U — q2 g3 q3 q1 qs q2
7 dme,lre — 1| dmelrs — 1| dwe,|rs — o

y que es equivalente a la suma,

o1 q1.G2 @2 q a3
2 ldne,|r — | Ameo|ro — | Amey|rs — 7|
q1 43 q2 q3 43 q2
Ame,|ry —r3|  Ameo|re — 3| dme,|rs — 1o
es decir,

Ue = % (g1 $2(71) + g2 ¢1(72) + g3 ¢1(73) + @1 P3(71)

+ a2 63(r2) + a3 d2(r3)] = qugdh Ti)

J 1y

Podemos extender esta expresion para un conjunto de IV cargas ¢; y el trabajo necesario para formar
la configuracion o su energia electrostatica viene dado por,

N
949 ., 1
también, == ; ; 13
E E 47r€0 Ea—— o también, |U, 5 ;:1 ¢ o1 (7s) (13)

i=1 j#il

L. Conde
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donde,
¢r(ry) =Y _ di(r))
i#]
es la superposicion de los potenciales creados por cada carga excluido el de la g;.
La segunda expresion (13) puede generalizarse para una distribucién continua de carga p(r’)
como la que muestra la figura 3 sustituyendo g; por dQ" = p.(r’)dV’ la carga contenida en el

volumen elemental y ¢7(7;) por el potencial ¢(r’). La energia necesaria para formar la distribucion
sera,

1 1
AU, = 5 dQ' 6(r") = 5 6(r") p(r") V" (19
Considerando todo el volumen de la distribucion,
1 1
U= = é(r')dQ'| obien, U, = = o(r") p(r’) dV’ (15)
2 Jy,. 2 Jy,.

donde la integral est4 extendida sobre los puntos del espacio donde p(r’) # 0 (alternativamente
d@ # 0). La expresion,

_du. 1 , ,

= St = S 8 o) (16)

es la energia por unidad de volumen de la distribucién de carga.

Ue

Puede deducirse otra expresion equivalente sustituyendo en (15) la densidad de cargap = ¢,V - E
empleando la ecuacién de Poisson. Tendremos,

€o

Ue 5

o(r') (V- E)adV’
Vl

La transformamos empleando la siguiente igualdad vectorial®,
V- (¢E)=E-Vo+¢(V-E)

sustituyendo V - E en la integral anterior,

U, =2 [ V- (Ed)dV’ — E-Vqﬁdv’}
2 V/ V/

El primer sumando es nulo pues si lo transformamos con el teorema de Gauss resulta,

0
C . E(Z5 dL/— . S,
v’ ( ) W

Para cualquier volumen V"’ encerrado por la superficie S’ que encierre la densidad de carga eléctrica
p(r’) esta igualdad es cierta. En particular para una esfera de radio R muy grande cuya superficie
crece como R mientras que el producto (E ¢) — 0 cuando R crece. La contribucién de la primera
integral puede despreciarse si consideramos todo el espacio donde E(r) y ¢(r) estan definidos. Si
en la segunda integral sustituimos el potencial eléctrico E = —V ¢ resulta finalmente,

*Estaigualdad V- (f A) = A+ Vf + f(V - A) es vilida para cualquier campo vectorial A y escalar f.

Version: 28/2/2024
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U, = \E[2dV (17)
2 Esp.
De nuevo, -
Ue = 50 |E?

es una energia por unidad de volumen en los puntos donde el campo eléctrico E no es nulo.

Para calcular la energia electrostatica de un sistema de cargas puntuales empleamos la ecua-
cién (13) y cuando se trata de una distribucién continua de carga puede emplearse (15) o (17), pues
son equivalentes y la eleccién depende del caso concreto. El inconveniente de la segunda es que su
integral esta extendida a todos el espacio y el calculo suele ser méas dificil que con la primera.

e Ejemplo: Vamos a comprobar que (15) y (17) arrojan el mismo resultado calculando la energia
electrostatica de una esfera de radio R y densidad de carga p, uniforme.

Utilizando el teorema de Gauss hemos calculado el campo eléctrico E, = E, e, que por simetria
es paralelo al vector unitario radial e, = 7 /r y vale,

A i E, — 47232 sir >R

~1/r2 %: si0<r <R
donde Q7 = (47 R3/3) X p, es la carga total de la esfera. Como se
ve en la figura 8 el campo crece linealmente con 7 < R a medida
que hay mas carga y a partir de r = R disminuye como 1/7? igual
que una carga puntual.

»
>

Distancia radial r

Para calcular U, empleando (17) hay que integrar | E,.|? en todo
el espacio. Como simetria radial podemos tomar dV = 4772 dr que
es equivalente a considerar capas de espesor dr concéntricas que
para cada radio r tienen (477-?) de superficie. Tendemos,

1 R PoT ? 2 > R3Po ? 2
uezzl/o (3€0> (47r7")d7“+/R (3607’2) (4mre) dr

y efectuando las integrales resulta,

Figura 8: El campo eléctrico
radical del la esfera de carga
de densidad p, y radio R.

U, = 47 p2 RP
15¢,

Como el campo en este ejemplo cae rapidamente con la distancia las integral (17) puede calcularse
facilmente.

En la ecuacion (15) se utiliza el potencial eléctrico ¢(7) en lugar del campo que es,

4QT sir> R
o) =
£ (RP-5) si0<r<R

Se recupera el potencial de una carga puntual para r > R y como la integral (15) esta evaluada

L. Conde
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donde p, # 0 solo emplearemos su valor para 0 < r < R. De nuevo dV = Arr? dr pues hay
simetria radial,

LT po 2 17 2 Am py R
U==>[ |2 (r2-" o X (4r2) dr = Lot
2/0 {250( 3 )| X pox UmrT)dr = =2

y recuperamos el resultado anterior. El célculo de la integral (15) suele ser mas facil porque esta
definida en una zona determinada del espacio, que es el volumen donde se encuentra la densidad de
carga.

Version: 28/2/2024
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2. Electrostatica en materiales conductores

La respuesta de los diferentes materiales a campos eléctricos y magnéticos externos depende de
sus caracteristicas a nivel molecular. Estos pueden dividirse en dos tres grandes grupos; son conduc-
tores los que transportan la corriente eléctrica y aislantes los que no y entre ambos se encuentran
los semiconductores. Los primeros son fundamentalmente metales y sus aleaciones, entre los segun-
dos se encuentran materiales como el vidrio o los plasticos mas comunes. Semiconductores son por
ejemplo el silicio, germanio que se emplean en materiales para componentes electronicos.

Como veremos seguidamente, la propiedad fundamental que los diferencia es su resistencia eléc-
trica, muy baja en los conductores, elevada en los aislantes e intermedia en los semiconductores. En
esta seccion vamos a estudiar las propiedades de aquellos que son buenos conductores de la electri-
cidad, principalmente materiales metalicos.

2.1. Conduccion eléctrica. Ley de Ohm

El transporte de corriente en un medio conductor tiene lugar porque existen cargas eléctricas
(electrones y iones) que pueden moverse libremente. En los materiales sélidos el transporte de la
corriente eléctrica es principalmente debido a los electrones, pues los atomos del material se mantie-
nen unidos por los distintos tipos de enlaces quimicos que los mantienen unidos en posiciones fijas.
En disoluciones de electrolitos tanto los iones como los electrones contribuyen pues ambos pueden
moverse bajo la accion de un campo eléctrico externo.

Hemos visto que la fuerza de Coulomb sobre una carga eléctrica
es F = q E de modo que para el movimiento de los electrones a lo
largo del material como muestra la figura 9 es razonable suponer
que su densidad de corriente eléctrica, ¢ J. = —p.u sera paralela
J ~ FE al campo eléctrico E aplicado desde el exterior. Podemos
escribir J. = 0. E y la constante de proporcionalidad o. > 0 se
la denomina conductividad eléctrica y es una caracteristica de cada
material que se mide en el laboratorio.

Empleamos la ecuacion,
Figura 9: Movimiento de un

electrén a lo largo de un cable by

b
conductor. Ob — Og = (—1)/ E-dl luego, ¢p, — o =(—1) [ —-dl

a Oc

y si las cargas se mueven a lo largo de del material de secciéon S
perpendicular J. y dl seran paralelos como muestra la figura 9 y entonces,

b b
¢b_¢a:(_1) Jc‘dl—(—l)/ @dl

a Oc Oc

SVector que caracteriza la carga que pasa por unidad de tiempo y superficie.

L. Conde



Introduccion al electromagnetismo 15

En los experimentos no se mide .J, sino la corriente I que es el flujo de dicho vector a través de la
seccidn a través de las seccion transversal S del conductor,

99 _ [ .4s (18)

= %
a g

Podemos considerar J,. uniforme sobre S de modo que |J.| = I /S y tendremos,

¢b—¢a=<—1>/b"’0'dzz<—f> /ab

a Oc

b dl
y entonces, R, = / — >0
a Oc

Oc

pues integral de la derecha solo depende de la geometria del conductor y es siempre positiva. Obte-
nemos la Ley de Ohm,

(6o — & =1 Rap > 0 (19)

donde R, es la resistencia eléctrica que se mide en Ohms. Esta expresion relaciona la diferencia de
potencial A¢ = ¢, — ¢p > 0 entre los puntos a y b con la cantidad de carga eléctrica I = dQ/dt > 0
que pasa en la unidad de tiempo por una seccién del conductor.

Una resistencia que forma parte de un circuito se representa como en la figura 10 y las cargas
deben moverse del punto de mayor al de menor potencial ¢, > ¢, para que que la corriente eléctrica
I = dQ/dt > 0 sea positiva. El paso de corriente (o transporte de carga) a través de una resistencia
R ha de consumir una energia dF/dt y podemos escribir,

dE _dE _dQ 60> 9,
dt  dQ = dt ——1>0
como I = dQ/dt es la corriente y ¢, — ¢, = dE/dQ) es una energia por ——\VW—e—
unidad de carga transportada tendremos, a Py
dE (¢ — ¢b)2 Figura 10: Resisten-
P="—""=(¢a— I=RIP=""2_"1 5 200 '8
dt (¢ %b) % R ( cia eléctrica R,p.

Como la potencia P = dFE/dt > 0 es positiva para cualquier sentido de la corriente o diferencia de
potencial, el transporte de corriente eléctrica siempre consume energia.

La conductividad eléctrica o, es una propiedad intrinseca del material que establece la diferencia
entre conductores y aislantes pues como se observa en la tabla 1 puede diferir en varios 6rdenes de
magnitud y esto hace que R, pueda tomar valores dispares. Por ejemplo, si consideramos una barra
o cable de longitud L y seccién S tendremos,

b
dl L
Fap = a So. So,

Para 1 m de longitud y 1 mm (10~% m?) de seccién transversal de cobre empleando los valores de la

tabla,
1

(5,7-107) x (1- 10-9)
que es mucho mas baja que los otros materiales de la tabla 1. Por consiguiente, en la ecuacion (19)

la diferencia de potencial A¢p = ¢, — ¢ > 0 para los conductores sera muy pequeiia incluso para
corriente I muy elevadas. Este hecho tiene consecuencias importantes que veremos seguidamente.

Ry, = =1,75-1072Q

Version: 28/2/2024
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A(,b A
(AP, 2R

max
_ri
el i
€ S P
/i
(a) Circuito elemental con (b) Voltaje entre los terminales a y b de
una pila ideal en el recua- la figura 11a en funcién de la corriente
dro a trazos. 1. (ecuacioén 21).

Figura 11: Esquemas de una pila ideal con resistencia interna r; y fuerza electromotriz &,, en un circuito con
una resistencia y su curva caracteristica tension-corriente.

2.2. Fuerza electromotriz en un circuito

Puesto que las resistencia eléctrica siempre disipa energia, para que las cargas se muevan en un
circuito elemental como el de la figura es preciso aportar energia por medio de una bateria. Mediante
una reaccién quimica u otros medios este elemento permite mantener una diferencia de potencial
A¢ = ¢4 — ¢Pp entre dos puntos de un circuito abierto o producir una corriente eléctrica cuando se
cierra el circuito de la figura (11a)

Una pila o generador ideal satisface que,

Ga— o =Em — Iom; (21)

donde r; es la resistencia interna caracteristica de la bateria, /.. la corriente que entrega y &,, su energia
o fuerza electromotriz. Esta tltima es la energia (quimica, mecanica, etc) necesaria para trasportar la
unidad de carga positiva por el interior de la bateria desde su terminal negativo (donde llega) al
terminal positivo (donde sale) y &£, que tiene unidades de un voltaje (energia por unidad de carga).

La energia proporcionada por la pila en la unidad de tiempo (potencia) es entonces,

dE. dE dQ dE
=—=—X—=—xI1.=&,1.>0
dt  dQ ~ dt dQ ¢ T™MC
siendo &,,, = dE/dQ la fuerza electromotriz que proporciona la bateria (energia por unidad de carga)
que es una caracteristica intrinseca de la misma’. Por tanto, la potencia P es igual a la energia por
unidad de carga &, multiplicada por I. = d@/dt el nimero de cargas en la unidad de tiempo.

El comportamiento de una pila ideal se muestra en la figura 11b donde representamos la diferen-
cia de potencial entre los terminales de la pila, ecuacion (21) muestra que este elemento proporciona
una diferencia de potencial A¢ maxima cuando la corriente que pasa por la bateria es nula, mientras
A¢ = 0 cuando I. = &,/ R es maxima, siendo la resistencia interna r; la pendiente de la recta. Esta
ultima es una caracteristica intrinseca de la bateria.

"Depende de la reaccién quimica que utilice, como est4 disefiada si es una fuente de alimentacién, etc.

L. Conde
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Cuadro 1: Valores de la conductividad o, de tres materiales y su resistencia eléctrica para un cable
de 1 m de longitud y 1 mm cuadrado de seccién.

Material o, (2 'm™') R(Q)

Cobre 5,7 x 107 1,75 x 1072
Vidrio ~ 10712 ~ 1018
Germanio 2,3 4,4x 107

2.3. El campo eléctrico en conductores

En la practica, la baja resistencia eléctrica de los conductores hace que podamos considerar
A¢ = ¢p — ¢q ~ 0 para cualesquiera puntos a y b del material. Sus superficies exteriores se com-
portan como un superficie equipotencial, pues todos sus puntos se encuentran al mismo potencial

eléctrico. Ademas, el campo en su interior E = —V¢ ha de ser nulo, puesto que V¢ = 0 en todos
sus puntos.

La primera consecuencia es que cuando un material con-
ductor esta sometido a un campo eléctrico externo, las lineas Lineas de
de campo® son siempre perpendiculares a su superficie, que es eampe
equipotencial; es decir, no hay componente tangencial del campo . ,/\
eléctrico en la superficie. Para las direcciones paralela y perpen-

dicular a la superficie,

Superficies
equipotenciales

7

0
E:EJ_‘F%(

es siempre paralelo a ds como muestra la figura 12. Posterior-
mente demostraremos este punto de un modo méas formal.

Figura 12: Lineas y superficies
equipotenciales sobre una superfi-
cie metalica.

Ademas, para conseguir que en el interior del metal el cam-
po sea nulo sus electrones tendran que distribuirse para crear un campo que cancele la perturba-
cion externa. Debe existir una zona en la superficie del conductor donde el campo eléctrico exterior
E | # 0 conecte con el campo nulo del metal.

La figura 13a representa esquematicamente esta conexioén entre el campo exterior y el interior
a lo largo de direccion X perpendicular a la superficie del material . La zona sombreada representa
el metal donde el campo £, > 0 del exterior ha de disminuir hasta hacerse cero en el interior del

material a lo largo de una zona de transicién con una profundidad entre 5 y 10 A°. Si escribimos la
ecuacion de Poisson,

dE
V-E= pe(T) para una dimensién, p(x) =&, —
€o dx

8Las lineas del campo eléctrico son tangentes al mismo y perpendiculares a las superficies de potencial constante.
°Unidad de longitud para la escala atémica y molecular 1 A= 10~% cm.
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Zona de R
transicion Li q FEREY
Ineas de : \
1 «—>1 [
: : dE campo '
! L P = €, d_x E +0
1 X .
/‘ ' ! Densidad
i ! | Densidad de carga
Campo ' L de carga superficial
eléctrico EX>O 1 1
1 1
: ! Metal
, 1 I
Vacio | E,=0 Pp=0

5108 Distancia

(a) Diagrama en una dimension de un metal so- (b) Superficie de un metal intersectada por la cur-
metido a un campo eléctrico externo. va C y la superficie de Gauss.

Figura 13: Esquemas de un material conductor sometido a un campo eléctrico externo.

Es decir, la derivada de F,(x) es proporcional a la densidad de carga p(z) que también se ha re-
presentado en la figura 13a. En el exterior e interior del conductor el campo eléctrico es uniforme,
p = 0 mientras que en la zona de transicion aparece una concentracion de electrones del metal que
cancelan el campo externo.

Por consiguiente, el conductor desarrolla una densidad superficial de carga o s, sobre sus super-
ficies para mantener su potencial eléctrico constante. Se trata de electrones que pueden desplazarse
alolargo de la zona de transicion creando una densidad de carga superficial o, <0 (si se acumulan)
o0 negativa 0, > 0 (si disminuyen).

Primero probaremos formalmente que la componente E)| paralela a la superficie del campo es
nula. Emplearemos la curva ABC'D de la figura 13 cuya mitad inferior se encuentra dentro del metal
donde E = 0 debajo de la zona de transicién y que esta recorrida en el sentido que se indica. Para el
campo electrostatico tendremos V A E = 0 y aplicando el teorema de Stokes a la superficie S que
define la curva tendremos,

0
B C D A

0:/(V/\E)-dS:7{E-dl:/ E-dlAB+/ -dch+/ E-dLCD+/ E-dl,,
S C A C D

La integral sobre BC' es cero ya que E = 0 en el metal, la contribucién a lo largo de AB es igual y
cambiada de signo que la integral sobre BD y se cancelan. Queda entonces,

A A
?{E-dl:/ E-dlDA:/ Eydl,, =0
C D D

pues si el rectangulo ABCD es pequefio dlpy es tangente a la superficie y E - dl,, = E)dl,,.
La componente del campo eléctrico E| = 0 ha de ser nula para que sea cero integral anterior para
cualquier longitud D A que escojamos.

Por tanto, el las lineas de campo (verdes a trazos) y el campo eléctrico E en la figura han de
ser perpendiculares a la tapa circular superior del pequefio cilindro del esquema 13. Este corta la

L. Conde
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superficie del conductor a la mitad de su altura y contiene dentro una densidad de carga superficial
Osup (en azul). Podemos aplicar el teorema de Gauss,

E-ds=2

Cil. €o

sobre la superficie exterior del cilindro,

0 0
1
/ dS + E-dS+/ -dS:/ G sup dS
0s Tsup inf €o JCire.

En la primera integral E - dS = 0 pues el campo no tiene componente tangencial paralela a dS y la
segunda es nula pues E = 0 dentro del conductor. Queda entonces,

1
/ E-dS = (E-n)dS:/ Tsup AS
Tsup Tsup €o JCire.

Las superficies de la tapa superior y el circulo donde se encuentra la densidad de carga o, son
idénticas y dS = n dS podemos escribir,

/ (€0 (E 1) — 0sup] =0 luego, |osup =¢0(E-n) (22)
Tsup

para que la integral sea nula sobre cualquier cilindro pequefio como el de la figura 13. En la expresion
(22) el campo eléctrico E(r’) esta calculado sobre los puntos v’ de la superficie del conductor, siendo
n el vector unitario perpendicular a la misma, equivalentemente E(r") = (0sup/c0) .

Si introducimos un conductor en una zona del espacio con un campo eléctrico E # 0 este
ultimo cambiara cerca de la superficie del metal. Para mantener su potencial eléctrico constante,
se desarrollara una distribucion superficial de carga o,,;, que alterara las lineas de campo en las
proximidades de la superficie del material.

2.4. Capacidad. Condensadores

Hemos visto en la seccién 2.3 que en un campo eléctrico estacionario un conductor distribuye
carga eléctrica sobre su superficie para hacer nulo el campo en su interior. Empleando (22) y como
las lineas de campo son perpendiculares a su superficie,

O sup
Egy = n

€o
siendo 712 el vector unitario normal exterior. Para el campo electrostatico E = —V ¢ luego a lo largo
de direccién [ perpendicular a la superficie del conductor,
d(b O sy d¢ O su,
Enp=-Vo=—"n="Ln luego, —— =L
= TVO= g & & A~ e,

El potencial del conductor ¢ y la densidad superficial de carga del mismo han de ser proporcionales.
Si en la ultima expresion sustituimos ¢ — k x ¢ con k > 0 ha de tenerse o),y — k X 0y, para
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mantener la igualdad. Por consiguiente, si (). es la carga eléctrica de un conductor aislado y ¢ — ¢,
es el potencial eléctrico sobre su superficie,

Cic = cte. o bien, (23)

C

La constante de proporcionalidad C' > 0 es siempre positiva y se denomina capacidad y su unidad
en el Sistema Internacional de Unidades es el faradio (1 F = 1 C/v).

Como muestra el esquema 14, cuando dos (o mas) conductores sepa-
A rados se conectan mediante un fuente de corriente continua se produce
aa una transferencia de carga £() a cada uno de ellos. Se establece un campo
6 electrostatico cuyas lineas van de uno a otro conductor, perpendiculares
} a sus superficies pues el sistema almacena carga eléctrica. Esta capaci-
® H o) dad de almacenar carga, que depende esencialmente de la geometria y
del medio material es utilizada por los condensadores como elementos de
Figura 14: Dos conducto- un circuito eléctrico.
res con carga eléctrica.

Para calcular la energia electrostatica del conjunto, podemos emplear
la ecuacion (15) con d@) = 04y dS e integrar,

1 1 1
Ue =5 / be O sup dS = - ¢ / O sup dS = - ¢. Q. (24)
2 Js 2 g 2
puesto que ¢, es constante sobre la superficie del metal. Introduciendo la capacidad C se tiene,
U—}qﬁQ—}Cqﬁz—}Q—z (25)
27T 2T e 2 ¢

e Ejemplo: Vamos a calcular la capacidad de un condensador del esquema 15 formado por dos
placas metalicas cuadradas y paralelas de superficie S separadas una distancia d. Cada una de los
conductores tendra una carga £@) y la densidad superficial de carga serd +0 = £@Q)/S. Si las placas
son grandes (d < v/.S) podemos despreciar lo efectos de los bordes y el campo eléctrico sera,

B=7m ()=

€o €o S‘7

El campo es constante entre las placas si despreciamos los efectos de los bordes que muestran en la
figura 15. Podemos calcular la diferencia de potencial entre las dos superficies metélicas,

d d
Aoe = u(d) = 0u(0) = = [ Boar =~ E(‘fﬁ) G = 25

Empleando (23) tendremos,

Q &S
Ao, d
que es independiente de A¢ y () depende parametros geométricos d y S del condensador. La carga
almacenada aumenta con la superficie S de las placas y disminuye con la distancia d entre las mismas.
La energia electrostatica almacenada se calcula mediante la ecuacion (24) y sera,

C =

L. Conde
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1 (&S o 1 1 s dQ@?
Ue‘( d >X(A‘b) _2<505/d>XQ S

Puesto que despreciamos los efectos de los bordes, el cam-

Y +Q Areas po eléctrico podemos emplear la ecuacion (17) para calcular U,
dJ W tomando dv = S x dy luego,
E——
-Q X

d 2 2
Figura 15: Condensador de placas U, = 520/ |E|* dv = o ( @ ) x (Sdy) = dQS
C

planas paralelas. 2 Jo \€5S 0

donde la integral esta limitada al espacio donde E # 0 entre las dos placas metalicas

e Ejemplo: Empleando coordenadas cilindricas calculamos la capacidad de un condensador formado
por dos cilindros concéntricos de longitud L y radios interior a y exterior b que la figura 16 en
seccion transversal. para que los efectos en los bordes de los cilindros sean despreciables tendemos
que b — a < L, es decir, consideramos que es un condensador muy largo y estrecho.

Suponemos una carga +(), en la superficie externa y —(), en la interna y
despreciamos efectos en los bordes. El campo eléctrico tiene simetria radial
E = —FE,u, vy se calcula empleando el teorema de Gauss a una superficie
cilindrica concéntrica de radio a < p < b luego,

/ E-ds=—|E|(27p) x L = (=Q0)
s €o
puesto que E - ds = —|E| dS al ser antiparalelos y resulta, Figura 16: Conden-
sador de cilindrico.
Qo
E=-F = 26
pte 2me, Lp e (26)

La diferencia de potencial entre las dos superficies metalicas es ahora,

800 = 6u0) ~oute) == [ Bar = [ (<32 w) - )

si integramos,

y finalmente
Qo  2me,L

" Ad.  In(b/a)

C

De nuevo C > 0y s6lo depende de los radios a, b y lalongitud L del cilindro y la energia electrostatica
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puede calcularse!'® empleando la ecuacion (25). También integrando sobre el volumen donde el campo
FE no es nulo,

b 2 9
€o Qo Q b
e=—= [ |[EfPdV = —%—) (2rpL)dp=-—2—In(—
U, 5 /V |*dV /a (27T€OLP> (2w pL)dp me L n(a)>0

donde dV = (27 p L) dp es el volumen de un cilindro de espesor dp infinitesimal.

1 . . ..
%Lo dejo como ejercicio

L. Conde
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3. Electrostatica en materiales dieléctricos

Como hemos visto en la seccion 2.1, los materiales pueden clasificarse en tres grandes grupos de
acuerdo a su conductividad eléctrica (tabla 1); conductores, aislantes y semiconductores. Los aislantes,
también llamados materiales dieléctricos, estan caracterizados por un bajo valor de la conductividad
y por tanto no son buenos conductores de la electricidad.

La razdn es su estructura a nivel molecular que, al contrario que en un conductor, impide a los
electrones desplazarse a lo largo del material. En un medio dieléctrico ideal'! no hay cargas que
puedan desplazarse pues los enlaces que mantienen unidas sus moléculas son en muchos casos de
tipo covalente, donde al menos un electron es compartido por dos atomos. Cuando se aplica un campo
eléctrico externo, se rompe localmente la neutralidad de carga, proceso que ilustra la figura 17a para
una molécula de hidrégeno. Cuando no hay campo aplicado los dos iones de hidrogeno comparten
sus electrones, que se reparten por igual en ambos lados de la molécula. Un campo eléctrico externo
FE estacionario desplaza los electrones rompiendo la simetria de la nube electroénica.

Esto equivale a la aparicion de una carga promedio positiva en un lado de la molécula y otra igual
y de signo contrario en el opuesto. Este desplazamiento electrénico inducido esta limitado al tamario
de la molécula pues sélo un campo E muy intenso puede extraer uno o mas electrones, rompiendo
entonces el enlace quimico. Se produciria la disociacion de la molécula o se transformaria en un ion
positivo.

Desde el punto de vista macroscopico, la aplicacion de un campo eléctrico externo produce la
polarizacion de las moléculas del material como muestra el esquema de la figura 17b. El efecto global
es un desplazamiento de las cargas eléctricas internas preservando la neutralidad eléctrica del ma-
terial. Aunque el dieléctrico es eléctricamente neutro, se desarrolla una carga eléctrica ligada a las
moléculas que es inducida por el campo externo, por oposicién a la carga libre que puede moverse
en un material conductor.

Se produce por tanto un campo eléctrico en el interior y en sus superficies que se superpone al
aplicado externamente. Es un proceso iterativo, donde el campo exterior induce otro interno que a
su vez se superpone al primero y por tanto afecta a las otros conductores y/o cargas situados fuera
del material. Puesto que la respuesta de un material dieléctrico depende de su estructura a nivel
molecular y de la intensidad del campo eléctrico aplicado, etc, puede intuirse que los fendmenos

11 . . .1z . ., . . . ..
Estrictamente hablando, los materiales dieléctricos también conducen la corriente eléctrica, pero su conductividad es
muy pequefia.
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(a) Molécula de hidrégeno. (b) Material dieléctrico.

Figura 17: Esquemas de (a) una molécula de hidrégeno con y sin campo eléctrico externo y (b) la polarizacion
de las moléculas de un material dieléctrico desarrolla un campo eléctrico interno E con una escala de longitud
d microscopica y L > d macroscopica.
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(a) Dipolo eléctrico de cargas +¢q sepa- (b) El punto P seiialado por los vecto-
radas por el vector d. resr.yr—rc

Figura 18: Esquemas de un dipolo eléctrico p. = ¢ d y del sistema de vectores para un punto lejano P, donde
la distancia d es la escala microscépica de la figura 17b.

fisicos involucrados son complejos.

Por esta razén, sélo estudiaremos en este curso la respuesta lineal de los materiales dieléctricos
ideales e isotropos. Primero introduciremos el dipolo eléctrico que reproduce a nivel microscopico la
polarizacién de una molécula individual como las de la figura 17b. Después generalizaremos este
concepto para describir la respuesta de un material dieléctrico macroscdpico en un campo externo
mediante los vectores polarizacion Py desplazamiento D que caracterizan la respuesta del dieléctrico
mediante coeficientes fenomenoldgicos que pueden medirse en el laboratorio.

3.1. Dipolo eléctrico

Un sistema de dos cargas iguales y de signos opuestos ¢ separadas por un vector d que va de la
carga negativa a la positiva como muestra la figura 18a se denomina dipolo eléctrico. Vamos a consi-
derar en lo que sigue la distancia d = |d| del orden del tamafio de las moléculas y por consiguiente
mucho mas pequefla que la escala de longitud macroscépica L del sistema.

Es decir, podemos visualizar la molécula de hidrégeno polarizada de la figura 17a (o cada una
de las moléculas en la figura 17b) como un dipolo eléctrico muy pequefio frente al tamafio L >> d
macroscopico del material dieléctrico. Cuando no hay campo E aplicado d = 0 y tendremos d > 0
cuando el dieléctrico esta polarizado.

Se define el momento dipolar eléctrico p. como el vector,
Pe=q(ry —7r-)=qd

En campo eléctrico externo no ejerce una fuerza neta en su centro
geométrico 7. de la figura 18b siempre que la variacion [0 E| del
campo a lo largo de la escala de longitud d sea despreciable y la
Figura 19: Par de fuerzas M fuerza sobre cada carga sea aproximadamente la misma. Entonces,
sobre un dipolo eléctrico. el campo eléctrico sdlo ejerce un par de fuerzas M sobre el dipo-

lo pues F, = £q FE es igual y con direcciones opuestas como se
observa en la figura 19. El par de fuerzas en su centro es,

L. Conde
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M=r  NqE)+r-N(—qE)=q(ry —7-)N(qE)=pc AN (¢E) ; |[M|=qdEsen(a)

siendo la direccion de M perpendicular al plano que definen los vectores p. y E. En el estado
estacionario, el dipolo se alineara con el campo E externo (o = 0) de modo que el par de fuerzas
M = 0 sea nulo y la energia minima.

Vamos a calcular el potencial eléctrico de este sistema de dos cargas en un punto P lejano como
muestra la figura 18b. El vector r. apunta a la mitad de la distancia d = |d| y tendremos que,

el > 5
r—r =

© 2
siendo u, un vector unitario paralelo a (r — ).

El potencial eléctrico en P sera la suma de los creados por cada carga individual,

_q 1 1
CAdme, ||r—ry|  |r—r_|

()

(27)

Primero vamos a sumar y restar r, a la diferencia (r — ) y podemos escribir,
2 _ 2 _ 2 2 .
|T_T+| - |T_Tc+rc _T+| - |1“—1“C| +|"ac7z;‘+| +2(r_rc) (rc _r+)
donde despreciamos un término por ser muy pequerio frente a los demas. Resulta,

(Tc — rJr) . (’l‘ - rc)

P —r P —r > |1+2
‘ |T_rc| ”l‘—’l"c|

yaquiu, = (r—r.)/|r—r,| es el vector unitario de la figura 18b. El vector s = (r, —7)/|r—7,|
tiene un médulo |s| < 1 muy pequefio pues la distancia al punto |[r — 7| > |r, — r| es mucho
mayor que la longitud del dipolo. Como el producto escalar € = s - u, < 1 en la expresion anterior
es también pequefio y podemos desarrollar el primer sumando de (27) en serie de potencias de ¢
hasta el primer orden,

1 N 1 1 N 1—e¢
] vl (1202 )

Si repetimos exactamente el mismo razonamiento para el segundo término en (27) obtendremos,

1 1 1 1—¢
r—r | r—rol (L+2)2 0 |r =

Aquis’ = (r, —7r_)/lr —r,|y € = u, s’ < 1donde u, es de nuevo el vector unitario de la
figura 18b. Sumando los dos términos,

1 1 e=d u,(s—8) w.(ry—r_)

N e s L N [

Resulta,
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q ur-(ry—r-) . 1 (r—rg) pe
= bien, = 28
#(r) dre, |r—r |2 obien, | (r) dre, |r—r,|? @)

donde hemos introducido el momento dipolar p. = ¢ (r+ —r_) del sistema de dos cargas. El campo
eléctrico que crea el dipolo en el punto P lejano puede calcularse!? a partir de (28) utilizando que

E = —V ¢ y se obtiene,
B 1 (3(1)@-7')7“ _pe>
4me,

3.2. Vector de polarizacion

En la seccién 3 hemos visto que el efecto de un campo eléctrico estacionario externo sobre un
material dieléctrico es inducir en el mismo tantos dipolos eléctricos como moléculas contiene en su
interior. El numero de dipolos por unidad de volumen es entonces enorme y son de una dimensién
caracteristica d del orden del tamafio de sus moléculas, que es muy pequefia frente a la escala de
longitud L > d macroscopica del material.

El momento dipolar total del material sera la suma vectorial,

N
Dtot = Z Dej
j=1

donde el sumatorio estd extendido sobre todas las moléculas del mate-

rial. Como el nimero /N de moléculas es descomunal es mas conveniente
Figura 20: Volumen V' introducir el momento dipolar por unidad de volumen P o vector de pola-
de dieléctrico polarizado ~ rizacion,
por el campo FE externo.

= lim
dv’ Av'—0 Av/

d 1 &
P = DPtot I Z De (29)
j=1

En esta definicion la suma esté extendida sobre el nimero de moléculas
n < N contenidas en el pequefio volumen Av’ del material situado en el punto 7’ que muestra la
figura 20. Podria obtenerse py,; integrando dpy,s = P(r") dv’ sobre los vectores r’ de los puntos del
volumen V' de dieléctrico.

Elvector polarizacion representa el momento dipolar por unidad de volumen cuya magnitud P(E)
ha de ser funcién del campo E aplicado al dieléctrico. Dicha expresion matematica es una ecuacion
constitutiva caracteristica de cada material especifico y puede ser muy compleja. Sin embargo, tiene
que cumplir P(0) = 0 si no hay un momento dipolar permanente en el medio. Ademas, P(—FE) =
—P(E) si el material es isétropo, pues la direccion de los dipolos inducidos cambia con el campo
aplicado y tiene la misma direccion. Cuando la magnitud de campo FE aplicado desde el exterior es
moderada podemos aproximar,

12 , . . . . ..
Este calculo no es importante para el contenido del curso, lo dejo como ejercicio.

L. Conde
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0
P(E) = P{0]+kE+O(E-E) yescribimos, [P =cox.E (30

donde k = ¢, . es la constante de proporcionalidad y . es una caracteristica del material'® llamada
susceptibilidad eléctrica que no tienen unidades y puede ser determinada en el laboratorio como una
relacidn entre el vector de polarizacioén y el campo eléctrico aplicado exteriormente.

Seguidamente vamos a calcular el potencial eléctrico d¢(r) que crea el volumen dv’ en un punto
P aplicando al vector dps,+ = P(r") dv’ la expresion anterior vélida para un tnico dipolo,

1 (r—=7)
 dme, |r— )3

do(r) (P(r") dv') (31)

Como se muestra en la figura 20, el centro del dipolo r¢ en (28) es ahora el vector 7’ que apunta
al centro del elemento de volumen dv’ y |r — 7’| es equivalente a |r — r¢| en la figura 17. Esta tltima
ecuacion puede integrarse sobre el volumen V' del material para obtener ¢(r), pero antes vamos a
hacer unas transformaciones para expresarla de un modo méas conveniente.

El primer paso es calcular en gradiente de la funcion escalar 1/|r — 7’| que depende de dos
argumentos 7 y 7/, podemos definir un operador gradiente de la forma,

0 0 0
/_7. 7. T
\% _8az’z+8y’3+8z’k

donde (', %/, 2’) son las coordenadas del vector . Nos fijamos s6lo en la componente z’ y tendre-
mos,

| — 7]

[V’ <1>] = (fx, (@ =22+ (y—y)?+ (=)

Luego, empleando la regla de la cadena'* resulta,

{v’ <Ir—1r’)] T -2+ (y :/;; PP

Podemos repetir exactamente el mismo céalculo para las otras dos coordenadas y el valor del gradiente
con prima sera,

, 1 (= 2)i+y-y)i+ -2k (r—7')
v (!r—r'l) =2+ (y—y)2+ (=22 =P

que es justamente uno de los términos del producto escalar de la ecuacién (31). Ahora emplearemos
la siguiente igualdad vectorial, valida para una funcion escalar f y vectorial A,

V-(fA)=A-Vf+fV-A

BPor esta razén hablamos de un material dieléctrico ideal con respuesta lineal.
! Ayuda; comprobar en una dimensién que % flx—2a') = —% f(z — 2') y es semejante para la derivada parcial.
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Lineas del
E P campo eléctrico
4—'
nllédeaa eame™ n,
— || &> &> ,
positiva || &= &2 negativa
& & &2
( &a» & &> )
Op=P.n>0 Op=P-n<0
(a) Esquema de la carga superficial en los la- (b) Lineas de campo eléctrico (en verde)
dos de un dieléctrico con P uniforme. donde P = ¢, x¢ FE no es uniforme.
Figura 21: Esquemas de la densidad de carga superficial 0, = P - i y volumétrica p, = =V - P # 0 en un

material dieléctrico lineal e isétropo en un campo E aplicado exteriormente.

Sustituyendo A — P(7’), el campo escalar f — 1/|r — 7’| y el operador V — V'’ podemos escribir,

(r—7')

lr — /|3

= PG

1]

e[Sz e

7]
El tercer sumando es el producto escalar de la ecuacion (31) que podemos despejar,

do(r) — L [v’( P(r) > B v'-P(T')] o

 4me, lr — /| |r — /|

1 ) V- P(r)

7]

e integrar sobre el el volumen V' de material dieléctrico,

1 / P(T,) / 1 [_V/'P<TI)] /
¢(T)_47r50 //V (\r—r’\) dv +47750 /l lr — 7’| dv

La primera integral sobre el volumen V' puede convertirse en otra sobre la superficie exterior del
dieléctrico empleando el teorema de la divergencia y resulta finalmente,

o(r) = v’ (32)

Cdme, Jgo jr— 7| dre,

1 P(r’)-dS’ 1 / [~V P(r")]

b=
siendo dS’ = m’dS’ donde n’/ es el vector unitario normal exterior al volumen V' de material
dieléctrico en la figura 20.

Por consiguiente, podemos escribir el potencial eléctrico ¢(r) = ¢, + ¢, en un punto P exterior
al material®® debido a la polarizacién del dieléctrico como la superposiciéon de dos contribuciones,

1 opdS’
9o(r) = dme, /S/ |r — /| (33)
donde
op=P(r') -n’ (34)

1 . . . s s . < 12 .
*Veremos seguidamente que estas ecuaciones son también validas dentro del medio dieléctrico.

L. Conde
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es la densidad superficial de carga de polarizacion que se desarrolla sobre la superficie exterior del
material dieléctrico. La segunda integral,

bp(r) = — /V Po(T) (35)

Adme, Jyo |r— 1|

es equivalente a considerar una densidad de carga de polarizacion,

pp(r’) ==V P(r') (36)

Desde un punto de vista macroscopico el efecto del material en el potencial eléctrico ¢(r) puede
sustituirse por las contribuciones de una carga ligada superficial o}, y otra carga volumétrica p,, in-
ducidas en el material por el campo E aplicado desde el exterior. Se preserva la neutralidad eléctrica
del material dieléctrico pues su carga neta,

Qr= [ ads+ [ gty
es nula empleando (34), (36) y el teorema de la divergencia,

Qr= [ P-n'dS — V:-Pdv/= [ P(r')-dS"— [ P(r")-dS' =0
S’ \% S’ S’

El esquema de la figura 21a ilustra el desarrollo de la carga su-
perficial en las superficies exteriores de un dieléctrico ideal por el
alineamiento de los dipolos inducidos. Se han dibujado los vectores
Ey P = ¢, x. E paralelos, pues consideramos que el medio es un
dieléctrico lineal e isétropo. En el interior tendremos p, = 0 ya que
P es uniforme, pues todos los dipolos estan alineados.

Por el contrario V - P # 0 en la figura 21b, donde los dipolos
se situan a lo largo de las lineas del campo eléctrico, tangentes al Figura 22: Material dieléctrico
vector E en cada punto, paralelo a P. Si dibujamos una pequefia con un pequefio hueco cilin-
esfera (curva a trazos) podemos ver que contiene mas carga positiva drico.
que negativa debido a que P no es uniforme. Se desarrolla entonces
una carga volumétrica p, = —V - P dentro de la esfera que hemos trazado en el esquema 21b.

Finalmente, vamos a comprobar que las ecuaciones (33) y (35) son validas igualmente para cal-
cular el potencial eléctrico en el interior de un medio dieléctrico lineal e isétropo.

En el material de la figura 22 hay un hueco cilindrico pequerio de volumen V' cuyo eje de simetria
esta alineado con el campo eléctrico E; creado por el dieléctrico en su centro geométrico. El campo
eléctrico macroscopico dentro del material serd E; y ambos son paralelos al vector P = ¢, x. Eq4
por ser un cilindro pequeno.

Para el campo electrostatico se tiene que V A E = 0 y podemos aplicar el teorema de Stokes a
la superficie S que define el rectangulo ABC'D en la figura 22,

/V/\E-ds:%E-dl:O
S
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Alo largo de los segmentos DAy BC' es los campos E, , y E,, son perpendicularesadl,,, ydl,.
respectivamente, pues el cilindro es pequefio. La integral es entonces,

0

B c 0 D A
fBea= [ Brdiy [ Baedtl [ Bacdloy [ Byt =0
A B C D

y como dlap = —dl,, tendremos, (E; — Eg)-dl,, = 0.

En consecuencia ha de tenerse que Ey = E;, de donde —V¢; = —V¢, y los potenciales
eléctricos ¢q = ¢ ¢ han de ser iguales dentro y fuera del material. Por tanto, ¢4(r) puede ser calculado
con las ecuaciones (33) y (35) anteriores incluso para vectores r’ dentro de un material dieléctrico
lineal e isétropo.

3.3. Vector desplazamiento

Como vemos, cuando aplicamos un campo eléctrico externo producido por una densidad de carga
libre p; a un material dieléctrico se induce en el mismo una densidad p, = —V - P de carga ligada
o de polarizacion. El campo E resultante sera la superposicién de ambos,

1
V-E=" 2 (4 py) (37)
€o €o

y empleando la densidad de carga de polarizacion (36),

eV E=p —V-P luego, V-(¢, E+ P)=p

Introducimos el vector desplazamiento eléctrico D = ¢, E + P de modo que en la ecuacién (37) sélo
aparezca la densidad de carga libre y las ecuaciones de la electrostatica para un medio material resultan
ser,

V-D =p VANE=0 (Ecs. Electrostatica en un material) (38)

Llegado a este punto es necesaria una ecuacion constitutiva P(E) especifica para cada material como
(30) para los dieléctricos lineales isétropos. En este caso, tenemos que P = ¢, x. E donde X, es la
susceptibilidad eléctrica del material que no tiene unidades. Los vectores E, D y P son paralelos y
podemos escribir,

Cuadro 2: Constantes dieléctricas de algunos materiales

Material e
Aire 1
Papel 2-4
Poliestireno 2.6
Vidrio 4-10
Mica 6

L. Conde



Introduccion al electromagnetismo 31

D=c,E+coxeE=c,(14+xe) E=¢,6, E

La constante £, = (1 4+ x.) > 1 es una caracteristica del medio dieléctrico y se denomina permi-
tividad relativa o constante dieléctrica. No tiene unidades, y para el aire su valor es €, = 1.00059 (o
equivalentemente x. = 0) por lo que se considera igual que el vacio y la tabla 2 contiene los valores
de algunos materiales comunes. Si hacemos el cambio x, = &, — 1 el vector de polarizacion es,

P=c,(e, —1)E

para un dieléctrico isotropo. Cuando el material es anisétropo la constante dieléctrica es diferente
para distintas direcciones del campo eléctrico y los vectores D y E no son paralelos. No obstan-
te, las ecuaciones de esta seccion siguen siendo validas para un material anisétropo siempre que la
permitividad &, (|r|) sea una funcién escalar, pues entonces P y E son también paralelos.

Cuando se conoce la distribucion de carga p;(r) podemos aplicar el teorema de Gauss a (38)
para calcular el vector D de modo semejante al campo eléctrico en el vacio. Tomando la superficie
gaussiana S que encierra el volumen V' tenemos,

/{/V-de—/SD-ds—/vpl(r)dv—Ql (39)

donde la integral sobre la superficie de D se simplifica cuando hay simetria. El siguiente ejemplo
ilustra este punto.

e Ejemplo: Calculamos los vectores D, E y P en todas las regiones del espacio para una carcasa
esférica de un material dieléctrico de radios R; y Ra > R; centrada en el origen de un material de
constante dieléctrica €, que tiene una carga (), en su centro.

Como muestra el esquema de la figura 23 dividimos el espacio en tres
regiones > Ry el exterior, el dieléctrico Ry > r > Ry Ry >r >0
dentro de la esfera. Como el sistema tiene simetria esférica D, E'y P
son todos paralelos al vector unitario e, = r/r en la direccion radial.

Para R; > r > 0 consideramos una superficie esférica S centrada en el
origen cuyo vector de superficie sera ds = e, ds. Empleamos la ecuacion ’
(39) D = e,¢, E con e, = 1y sblo consideramos la carga libre ), que
se encuentra en el centro,

Figura 23: Carcasa de
material dieléctrico.
i/

Are,r?

/ D -ds = |D| (471?) = ¢, |E| (47 7%) = Q, luego,
S

Es el campo de una carga puntual en el vacio en 21 > r > 0 donde no hay material dieléctrico. Para
Ry > r > Rj repetimos el calculo ahora con &, > 1y resulta,

/ D-ds=|D|(47r®) = Q, vyentonces, D = Qo e,
s 4Tme,
y campo eléctrico y el vector polarizacion resultan ser,
1 Qo Qo Epr — 1
EFE=—D=—"— P = -1 E =
Eokr Ame,er 2 oY 60(61 ) A7 r2 Er er
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Fuera de la esfera P = 0 puesto que €, = 1, lo mismo que en el hueco interior y entonces aplicando
de nuevo la ecuacion (39) para una esfera de Gauss con r > Ry,

/ D -ds = |D| (4m12) = =, |B| (47r2) = Q,
S

luego,
Qo

= e?”
4T e, r?

para 7> Ry

De nuevo es el campo de una carga puntual de magnitud @), pues al ser e, = 1,

V:-D=¢,V-E=Q, — V-E:%
€o
recuperamos la ecuacion de la electrostatica en el vacio.
El dieléctrico no tiene carga volumétrica puesto que p, = —V - P = 0 ya que para la divergencia
del vector polarizaciéon P = P, e, en coordenadas esfericas entre 1 y R se tiene,
10
=-V-P=—=_—(r*P)=0
Pp r2 Or ( 7’)

Finalmente, las densidades de carga superficial sobre las caras del dieléctrico son,

o) = Pl = |2 (e ] (e = - e (21

ATR?\ & 4 RZ\ e

sobre la cara interior y,

T R CE M RERE WEE

sobre la exterior. Sin embargo, la carga neta en el dieléctrico es nula puesto que,

r

@pol = /R o(Ry)dSy + /R o(R2) dSy = (—Qo + Qo) (57"5‘1) ~0

3.4. Densidad de energia electrostatica

La polarizacién de un material dieléctrico consume una energia que queda almacenada en el
mismo en forma de carga ligada. En la seccion 1.5 hemos visto que para la densidad de carga p;(7’)
libre la ecuacion (16) proporciona la energia por unidad de volumen,

_dU.
AV
donde ¢(7’) es el potencial electrostatico. Para obtener U, podemos sustituir V- D = p;(r’) e

integrar en un volumen que incluye todo los puntos 7’ de un volumen V' donde se encuentra la
carga libre,

Ue

= 5 0r") p(r")

1

ve= 1 /V (V- D) é(r') d!
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Vamos a transformar esta ecuacién para llegar a una expresion méas conveniente utilizando una
igualdad vectorial'® que hemos empleado otras veces,

V-(¢D)=¢(V-D)+D-V¢

para reescribir la integral anterior como,

1 ;1 /
U6:2/‘/V-(¢(T)D)dv —Q/VD.VMU

Enla segunda integral introducimos £ = —V ¢ y la primera se transforma en otra sobre la superficie
S con que encierra un volumen V' que al menos incluye los puntos del espacio donde hay dieléctrico
empleando el teorema de Gauss,

1

/ 1 /
Ue:2/s[gb(r)D}-ds +2/VD-EdU

La anterior igualdad es valida para cualquier volumen V' que encierre las cargas libres, en particular
podriamos escoger una esfera de radio R — oo muy grande. El area de la superficie crece como
~ R? mientras que el producto D ¢ — 0 decrece a medida!” que aumenta el tamario de la esfera.
Podemos despreciar la contribucién de la primera integral si consideramos que ¢(7) y E(r) estan
definidos en todo el espacio y entonces,

UEZ — D'Edvl (40)
Esp.

Para un medio lineal isétropo tenemos D = ¢, ¢, E y entonces,

U, = 6”6’“/ \E|? dv
2 Esp.

y cuando €, = 1 se recupera la ecuacién (17) para el vacio. El integrando en (40),

1
’U,eziD'E

es entonces una densidad de energia electrostatica que incorpora el efecto de polarizacion del dieléc-
trico.

e Ejemplo: Vamos a calcular la capacidad y energia electrostatica del condensador plano de la
figura 24 cuando un material dieléctrico is6tropo de permitividad relativa ¢, rellena el espacio entre
sus placas cuadradas de superficie S. Cada una de los conductores tendra una carga libre +Q); y la
densidad superficial de carga serd +0; = +Q;/S y como d < /S podemos despreciar los efectos
de los bordes.

Si dibujamos el cilindro (a) de radio R del esquema 24 con una de sus superficies dentro del metal
y aplicamos el teorema de Gauss a la ecuacion (38) tendremos,
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7{D~dsz M’JQ/ Mf/ D-ds=Q; = +0; x (7 R?)
S lado sup. inf.

La primera integral es nula puesto que E'y D = ¢, ¢, E son paralelos y perpendiculares al vector
ds sobre los lados, la segunda por ser D = E = 0 en el interior del metal,

Yo 2™ Areas
+ - + |
%D-ds = |D| x (7 R?) = +0; x (r R2) dT[| @& = D] E]
s - i SRS
-Q ~g,(7R?) X

) Figura 24: Condensador de placas
Por tanto, D = 0; (—j) y entonces, | el .
planas paralelas con un material

dieléctrico.

€0 Er Er

Como ¢, > 1 el campo eléctrico en el interior del condensador

disminuye respecto del campo en el vacio (comparar con la ecuacién 26) por la polarizacioén de las
moléculas del dieléctrico. Se obtiene el mismo resultado empleando el cilindro (b) teniendo en cuenta
que la carga libre es —o; x (7 R?) y el producto escalar D - ds = —|D| dS por ser antiparalelos.

Introduciendo Q); = o; x S calculamos la diferencia de potencial A¢. entre las placas para

determinar su capacidad,

d d d
A¢c:¢c(d)_¢0(0):_/o E.dr:_/o (_50652:53) .(jdy):&?&lrs

y empleando la ecuacién (23) se obtiene,

€o€r S

'“Para un campo vectorial A y otro escalar f se tiene V- (f A) = f (V- A)+ A - Vf.
"Para un dipolo ¢ ~ R~y |D| ~ R™3 y para una esfera ¢ ~ R~ y |D| ~ R™2 y el valor del producto D ¢ es
despreciable pues est4 evaluado sobre la superficie esférica.
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Como ¢, > 1 la carga eléctrica almacenada en el condensador es mayor si esta relleno un material
dieléctrico que en el vacio (g, =1) pues las moléculas del material dieléctrico estan polarizadas. Sin
embargo, la energia electrostatica almacenada (25) para €, > 1 disminuye,

o= Lo oy - 20

= >0
2e,6r S

Este valor también lo podemos deducir mediante la ecuacion (40),

1 1 d Ql. Ql . Qld
c=- | D-Edv== [ (—%25)-(- it
. 2/\/ o 2/0 ( SJ) < EOE,«SJ)X(de) 2e,6r S

donde la integral se calcula sobre el volumen V' donde E y D no son nulos.

e Ejemplo: Siguiendo los pasos anteriores vamos a calcular la energia electrostatica del condensa-
dor cilindrico de la figura 16 cuando hay un material dieléctrico con permitividad ¢, en el espacio
entre los dos electrodos. De nuevo los vectores D y E son paralelos al vector unitario radial —u,
y aplicando el teorema de Gauss para una superficie cilindrica con a < p < by longitud L a la
ecuacion (38) tendremos,

£D~ds — —ID|(27pL) = —Q) = —Q,

ya que D y ds son antiparalelos. Tendremos entonces,

Qo Qo Qo & —1
27er( Up) 277505er( u) Y 2nLp &

(—up)

Aprovechando la simetria cilindrica descomponemos elemento de volumen dv = (L X (27 p) X dp
entre los radios a y b en cilindros de espesor dp y area L x (27 p) y podemos calcular la integral (40),

1 I Qo Qo
.=~ | D-Edv=-= - e Lx (2 d
u 2/V v 2/;( QWLpup) < 2moeTLp“’”>X[( X (2m p) x dp]

Resulta finalmente,

2meoer L a

2
Ue—Qoln<b> >0

A este mismo resultado puede llegarse calculando!® la capacidad del condensador cilindrico con

dieléctrico,
2me,er L

In(b/a)

empleando la expresion (25) para la energia electrostatica de un condensador.

C =

¥Hay que seguir los pasos del ejemplo de la seccién 2.4, lo dejo como ejercicio.
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4. Magnetostatica en el vacio

En esta secciéon vamos a estudiar estas ecuaciones de la magnetostatica en el vacio y el calculo
de los campos magnéticos constantes en el tiempo. Hemos visto anteriormente que los fenémenos
fisicos que involucran campos eléctricos y magnéticos son descritos por el siguiente conjunto de
cuatro ecuaciones generales,

v-E=" vaE-_98
€o ot
V:-B=0 VABZMOJC+M0608£

ot

denominadas ecuaciones de Maxwell para el vacio, donde E(r,t) es el campos eléctrico y B(r,t) el
vector induccién magnética'® también denominado densidad de flujo magnético. La permitividad es
la constante €, = 8,85 x 10712 C2 /(N m?) y p, = 47 x 10" H/m la permeabilidad magnética del
vacio. Ambas estan relacionadas por,

Eo o = —
CQ

donde ¢ = 3 x 10® m/s es la velocidad de la luz.

Las ecuaciones de Maxwell pueden entenderse como unos axiomas que condensan los resultados
de un gran nimero de experimentos. Relacionan la evolucién en el tiempo y el espacio de los campos
E(r,t) y B(r,t) junto con las fuentes de los mismos; la densidad de carga p(r,t) para el campo
eléctrico F y para B esla densidad de corriente J.(r, t) que describe el transporte de carga eléctrica.
La fuerza ejercida sobre la carga eléctrica q viene dada por la fuerza de Lorentz,

F.=q(E+uAB) (41)

donde u es la velocidad de la carga. La direccién de la fuerza es perpendicular al plano formado por
B y u y la ecuacion (41) puede emplearse como una definicion alternativa del vector densidad de
flujo magnético partiendo de la fuerza que se ejerce por el campo sobre la carga unidad.

Cuando los fendmenos son estacionarios las derivadas parciales son nulas y las ecuaciones de
Maxwell se dividen en dos grupos separados,

V-FE = Pe VAE =0 (Electrostatica del vacio) (42)
€o
V-B=0 VAB = p,J, (Magnetostatica del vacio) (43)

Las dos primeras son las de la electrostatica del vacio que hemos estudiado anteriormente y sdlo
involucran a la densidad de carga p(r) y al campo eléctrico E(r) ambos constantes en el tiempo.

En el segundo grupo aparecen separadas la induccion magnética B(r) originada por el vector
J.(r) densidad de corriente estacionaria. Las corrientes de particulas cargadas son las que producen
los campos magnéticos mientras que las cargas eléctricas originan el campo electrostatico.

Al igual que para el campo eléctrico, podemos introducir las lineas del campo magnético como
las curvas en tres dimensiones cuya tangente es paralela a B(r) en todos sus puntos. Aplicando el
teorema de Gauss a la ecuacion V - B = 0 se tiene,

En este curso llamaremos al vector B(r,t) frecuentemente campo magnético por simplicidad aunque se presta a
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/V~de:j{B~ds:0
14 S

donde S'la superficie que encierra el volumen V. Como el flujo del campo B a través de una superficie
S cerrada es nulo siempre.

No hay equivalente a la carga eléctrica para el campo magnético puesto que V - B = 0 al con-
trario que para el campo eléctrico donde V - E = p./e, # 0. Las lineas del campo eléctrico parten
de una carga positiva terminaban en otra negativa (ver figura 4) mientras que las lineas del campo
magnético han de ser cerradas, pues no existe equivalente a la carga eléctrica.

4.1. Ley de Ampere

Si aplicamos a la segunda ecuacion de la magnetostatica V-A B = p, J, el teorema de Stokes
tendremos,

%VABds:/B-dlc:po/Jc-ds (44)
S C S P % IC
-—
donde el perimetro de la superficie S es la curva C. Ademas el flu- . B _|. -8B

jo de la densidad de corriente es I = d@/dt la corriente eléctrica e up "\‘\\
A Y
(ecuacidon 18) podemos escribir, o <u | S J

XN~ - - ® .- -

S -

j'{ B-dl, = u, 1. (45)
C

Figura 25: Campo B(p) de un

que se denomina Ley de Ampeére. Seguidamente ilustramos con unos hilo conductor infinito.

ejemplos como en situaciones donde J () tiene una cierta simetria
(44) o (45) puede emplearse para calcular el campo B(r) de un modo
analogo al teorema de Gauss en la electrostatica.

e Ejemplo: Empleando (45) vamos a calcular la densidad de flujo magnético que una corriente /.
que circula por un conductor rectilineo infinito y de seccién despreciable.

Alineamos el hilo conductor con el eje Z como muestra la figura 25 donde u, = cosp 2 +senp j
y U, = —sen @i+ cos ¢ j sonlos vectores unitarios radial y tangencial en coordenadas cilindricas.
La superficie circular S en el plano perpendicular al hilo (eje Z) contiene a u, y u,, y esta delimitada

por el circulo de radio p = /22 + y? dibujado a trazos.

Primeros vamos a comprobar que B(r) tiene que ser paralelo al vector unitario u, y tener
modulo constante a lo largo del circulo de radio p > fijo como muestra el esquema 25.

Como V - B = 0 los vectores B(p) son tangentes a curvas cerradas y como la extension del hilo
es infinita, por simetria las curvan han de estar contenidas en planos perpendiculares al eje Z. Para
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p = v/ 22+ y? fijo, el mdédulo |B(p)| debe ser constante para preservar la simetria cilindrica y si
reemplazamos I, — —I. ha de cambiar el sentido del vector B como muestra la figura 25.

Por tanto B(p) = B(p)u,, y para el circulo de radio p de la figura 25 el vector tangente es
dl. = dl.u,. Utilizando la ley de Ampeére (45),

B-dl.= B(p)uy,| - |dl.u,| = B(p)dl.
740 ’ /C 1B g [dlew /C - B0)

y puesto que B(p) es constante en todos los puntos del circulo puede salir fuera de la integral,

]{ B -dl. = B(p) / dl. = B(p) x (2w p) = po Ic
C(p) C(p)

Finalmente,

B(p) = fro Ie B(p) = fo I

p_27rp ’ C2mp 7

Si existe una simetria bien definida puede obtenerse B utilizando la ley de Ampére de un modo
semejante a la aplicacion del teorema de Gauss para el campo eléctrico. En este caso el hilo conductor
es de seccion despreciable por lo el flujo del vector densidad de corriente es simplemente I = dQ/dt,
pero en otros casos es necesario emplear su expresiéon mas general (44) como en el ejemplo siguiente.

e Ejemplo: Empleando el teorema de Ampére (44) calculamos el vector densidad de flujo magnético
que crea un conductor de radio R por el que circula una densidad de corriente J, = J. k uniforme.

Para el sistema de la figura (26) podemos repetir los mismos
argumentos de simetria del ejemplo anterior,

dl. =dl.cu, y, B=DB(p)u,

Su médulo es constante para cualquier punto de un circulo C' de
radio p perpendicular al conductor. Ahora hay que determinar B
en dos zonas 0 < p < Ry p > R del espacio.

En el conductor ds = kdS' y como J. = J. k solo esta defini-
Figura 26: Campo B de un do? en la ecuacién (44) para p > R,

conductor de radio R.
/ Jc-ds:/ JCdS:Jc/ dS = J.x(mR?*) = I.
S(p>R) S(p>R) S(R)

confusion. Como veremos seguidamente la intensidad del campo magnético es el vector H(r,t) = B(r,t)/u donde u es
la permeabilidad magnética del medio.
®La densidad de corriente es una funcién que vale J. = J. k para p < Ry para p > R es cero.
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pues la densidad de corriente es uniforme sobre la seccién (7 R?) del conductor,

7{ B -dl. = B(p) / dl. = B(p) x (2w p) = po Ic
C(p=R) c
Recuperamos la densidad de flujo magnético calculada en el ejemplo anterior,

fio (1 R?) J,
2mp

_ Hole
27w p

B(p) = obien, B(p)

Uy (46)

pues para p > R el conductor es equivalente al sistema de la figura
26.

Sin embargo, para 0 < p < R solo contribuye al flujo de J. en
(44) la corriente dentro del circulo de radio p < R,

»
>

/ J.ds = / J.dS = J. x (/P dS) =J. X (7rp2) ! Distancia radial p
S(p<R) S(p<R) 0 P=R

El otro lado de la igualdad de la ley de Ampeére es, Figura 27: Modulo B, para
conductor de radio R de la fi-
j{ B -dl. = B(p) / dl, = B(p) x (27 p) = pio Jo x (wp?) gura 26.
C(p<R) c

y obtenemos una densidad de flujo magnético que crece linealmente en 0 < p < R,

,uo(ﬂ'p2)Jc Ho p Je
B(P):W luego, B(p) = 5 U

El modulo del vector B(p) esta representado en la figura 27 en funcién de la distancia radial p,
y crece a medida que incluimos mas superficie del conductor, luego decrece proporcionalmente a
~ 1/p, el resultado es semejante a la que encontramos para una esfera de carga en la figura 8.

4.2. Ley de Biot-Savart

La ley de Ampeére (44) y (44) es ttil cuando el sistema presenta simetrias muy definidas pero
necesitamos una expresion mas general para calcular la densidad de flujo magnético B producida
por sistemas de corrientes mas complejos. Para deducirla hemos de introducir primero el potencial
vector magnético A que es un nuevo campo tal que B = V A A de modo que,

V-B =0 se satisface exactamente puesto que, V-(VAA)=0

siempre?!. Si introducimos este nuevo vector en la ecuaciéon V A B = p, J. de la magnetostatica,

'Recordamos que para un campo vectorial V' la ecuacién V - (V A V') = 0 se cumple siempre.
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VANVANA) = p,d,.

y empleamos una férmula vectorial®?,

VAVNANA) =V(V-A) -V A=p,J, (47)

Podemos escoger A de modo que V - A = 0 para simplificar la expresion anterior, lo que se conoce
como gauge o condicion de Coulomb. Es decir, si hacemos el cambio A — A+ V1) sumando gradiente
de un campo escalar v el potencial vector no cambia pues como hemos visto V + (V) = 0 siempre.

En electrostatica hemos introducido el operador escalar V2 denominado laplaciano, que se aplica
tanto a un campo escalar como vectorial. Para el campo eléctrico E = —V ¢ y si lo introducimos en
V- E = p./¢, resulta,

o. 0. o 06 06 . 0
V-E:—v-(v¢)=—<xi+yg’+Zk>-<£¢+a‘§j+a‘fk>

y haciendo el producto escalar,

Po o P Pe . 5 Pe
<8a:2 PoE 822> =T o0 escrito en modo compacto, | V¢ = e, (48)

A esta ultima expresion se la llama ecuacion de Poisson, donde conocida la distribucion de carga p.(r)
se determina el potencial ¢(7) resolviendo una ecuacion diferencial. Hemos visto que este potencial
electrostatico ¢(r) también se puede obtenerse mediante la integral,

o(r) 1 / aQ 1 / pe(r’) (49)

" dre, vilr =7 dme, Sy v — 1

donde V"’ es el volumen del espacio donde p.(7) # 0 como se muestra el esquema de la figura 28.

Tomando ahora la condicién de Coulomb en (47) encontramos V2 A = — i, J.. que es el operador
escalar V2 anterior pero aplicado a un vector, es decir, a cada una de sus componentes,

(V2A,) i+ (V2A) j+ (VAN k= —(Jpi+ J, 5+ J. k)

Para simplificar vamos a fijarnos sélo en la componente A, pues el argumento es igual para las
demas. Si comparamos,
V2A, = —lo Jy  con V2q§ = _Fe

€o

podemos aplicar el principio de que ecuaciones iguales han de tener soluciones iguales. Es decir,
A, (7) vendria dado por la integral (49) si reemplazamos ¢ — A,y pe/eo — plo Jes

#2Para un campo V vectorial se tiene la igualdad VA (VA V) =V(V-V) - V2 V.
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Az(r):”"/ Jo(r")

A Jyo | — 7|
y reuniendo las tres componentes de A resulta,

/
& Jc(r ) dvl
47 \% "l4 — ’l"/|

Ar) = (50)

La integral esta extendida sobre la densidad de corriente J,.(r')
en los puntos del volumen V'’ como en la figura 28. Nos falta
por calcular B = V A A donde el operador V esta evalua-
do en las coordenadas (x,y, z) diferentes de (2/,y/, 2’), luego
podemos entonces operar dentro de la integral,

Figura 28: Campo infinitesimal d B
creado en el punto P por la densi-

. / JC(T,) /
dad de corriente J (7). B(r)=VANA(r)=VA 47T dv

v |r =]
Ho Je(r")
B(r) = M/V/VA (!r'r’l dv’

Para calcular el rotacional del integrando utilizamos otra igualdad vectorial valida para un campo
escalar f y vectorial V,

ANfV)=fF(VAV)+(VIANV (51)

haciendo f — 1/|r — r'| y V — J.(r’) obtienemos,

= ij ()

El primer término se cancela pues V opera en las coordenadas (x,y, z) y J. es funcién del vector
7/, luego las derivadas parciales son nulas. El gradiente en el segundo se calcula igual que la secciéon
3.2 y su componente x es,

1 x—a
Ve | = 272
[ !T—T’\L r— '3

para las tres componentes,

1 T r’
P =7 -3
Finalmente podemos escribir,
Ho Je(r') A (1 — r') /
B(r)="=2 d 52
(r) 477// |r — /|3 Y (52)

Version: 28/2/2024



42 Fisica II

Esta expresion es mas simple cuando la densidad de corriente J.(r’) circula por un conductor de
seccion transversal S’ como en la figura 9 del apartado 2.1. Podemos reemplazar dv’ = dS’ x dl’
donde di’ el elemento de longitud del circuito C' por donde circula la corriente y J.(r") = J.(v') ¢
siendo ¢ un vector unitario tangente a C' en todos sus puntos.

B(r) = QL; [/C Jc(r’)dS’] x %cwdl/

La integral del paréntesis es el flujo de la densidad de corriente eléctrica
(18) a través de la seccion transversal, igual a la corriente eléctrica I, =
dQ/dt y haciendo dl. = dl u; obtenemos finalmente,

pole [ dUN(r—7")
Blr) =
(r) 4 ﬁv lr —r'|3 (53)

donde como muestra la figura 29 la integral esta extendida sobre la curva

C(r’) que forma el circuito que transporta la corriente. Figura 29: Campo B de
una corriente I, que cir-

L i 52) y (53 d i ivalentes de la [ L
as ecuaciones (52) y (53) son dos expresiones equivalentes de la ley cular por un circuito.

de Biot y Savart para la densidad de flujo magnético que produce el trans-
porte de cargas y la primera es mas general que la segunda. Ambas proporcionan el campo B(r)
producido por el movimiento de cargas (I. o J..) en los puntos 7’. Evidentemente, el calculo con (52)
y (53) sera en general méas complejo que empleando la ley de Ampére (44) y (45) como vamos a ver
en el siguiente ejemplo.

e Ejemplo: Empleando la expresion (53) vamos a calcular la densidad de flujo magnético que una
corriente 1. que circula por un conductor rectilineo infinito y de seccién despreciable como hicimos
con la ley de Ampére (45).

Utilizamos la ecuacion (53) y el esquema 30 tomando el eje Z alineado
con el conductor como en la figura 25. Para calcular el campo magnético

z
\ en el punto P tomamos los vectores dl. = dz k y r’ = 2z k de modo que,
dz’
T (r-r')
i e = [P 2P = P e -2
le . : donde p? = 2 + y? es la distancia radial del punto P al hilo conductor
i delafigura 25. El producto vectorial en (53) es,
T L .
» s dle N(r—7")=(dzk)AN[zi+yj+ (2 — 2 ) k] = (—yi + zj)
pP=X+y

Figura 30: Esquema para Las coordenadas (x,y) se pueden expresar en coordenadas cilindricas
un hilo infinito. T =pcospyy = p seny luego,

dle N(r—7")=(—yi+xj)dz' = p(—senpi+cospj)dz = pu,ds

donde u,, es un vector unitario tangente a un circulo de radio p perpendicular al conductor como en
la figura 25. La ecuacioén (53) es entonces,
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Blr) = tole [77___uspd?
I Joo 2 (2= )

donde u,, no depende de z’. Con el cambio s = (2 — 2’)/p se tiene dz’ = —pds y la integral se
transforma en,

o Ie 1 +oo ds
B(r) = e (—up p) X/_oo 1+ 5212

y la integral se evaltia con el cambio de variable tan o« = (z — 2’) /p para a entre —7/2 y 7/2 como
muestra la figura 30. Finalmente, efectuando los calculos,

_ Ho Lc
2 p

B(r) @

que es el mismo resultado que obtuvimos empleando el teorema de Ampere.

La ley de Biot-Savart nos proporciona la direccion y sentido del vector densidad de flujo mag-
nético mientras que con la ley de Ampére s6lo obteniamos el modulo y mediante argumentos de
simetria deduciamos la direccién y sentido del campo; sin embargo, los calculos son mas complejos.

4.3. Fuerza y momento mecanico

Podemos generalizar la fuerza de Lorentz (41) para un conjunto de cargas que se mueven en
presencia de campos eléctrico E y magnético con densidad de flujo B como muestra la figura 31.
La fuerza sobre cada una de las j = 1,2... NV cargas ¢; que se mueven encerradas dentro de un
pequeno elemento de longitud dl, es,

Fj = q; (E +u; A B) E/ B >~

La resultante sera la fuerzan neta ejercida por los campos en centro de
masas del elemento de volumen,

N N N \ e
Fo=) F;=0_¢)E+( _qu)AB
i=1 i i

Figura 31: Cargas con ve-
locidad u; dentro de un
y si dividimos por el volumen §v del elemento obtenemos la fuerza por ~e€lemento de material.
unidad de volumen del material en el limite correspondiente,

Sv—0 OV

|
fo=lim —> " F,
j=1
Luego para F¢ se tiene,
N
95

, ; q; U
= | lim = | E+ [ lim
.fv dv—0 ; ov dv—0 ; ov

AN B
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donde el primer paréntesis es la densidad de carga p. y el segundo la densidad de corriente de con-
duccién J. en el medio,

La fuerza por unidad de volumen que ejercen los campos E y B sobre el material es entonces,

(fo=p.E+J.\B| (54)

que generaliza la fuerza de Lorentz (41) para el transporte de carga en un material material, pues en
lugar de las cargas individuales aparecen la densidades de carga p.(r) y J.(r) de corriente eléctrica.

Sobre un medio que transporta una corriente eléctrica en pre-
sencia de un campo magnético externo ha de aparecer una fuerza
neta. Suponiendo por simplificar que campo eléctrico externo E es
nulo?®, podemos utilizar la ecuacion (54) para calcular su magnitud
para un circuito de seccién S constante como el de la figura 32 y
tendremos,

Figura 32: Elemento de mate- dF,, = fydv = (J, A B)dv
rial conductor de longitud dl..

Elvector J. = p.u = J.t es paralelo a la velocidad u de las cargas
y por lo tanto al vector unitario tangente ¢ al conductor en cada punto como muestra la figura 32.
El elemento de volumen dv’ puede escribirse como dv’ = S x dl/, pues la seccion es constante y
suponiendo el médulo J,. uniforme sobre S resulta,

dF,, = [(J.£) A B] (S x dIL) = (j. S) [(dIL t) A B]

Puesto que la corriente eléctrica es I. = J. x Sy dl/, = n; dl’. podemos escribir,

F, =1 7{ (dl!. A B) (55)
C

donde la integral esta extendida sobre la curva C' que forma el circuito donde se mueven las cargas
eléctricas.

La fuerza dF,, sobre cada elemento del circuito dl, también da lugar a un momento mecénico
dL,, = v’ A dF,, donde 7’ es el vector de posicién de dl. e integrando,

L, =1 f{ ' A [dll A B] (56)
C

23Q: , . .
*Si las cargas se mueven dentro de un metal, recuérdese que E = 0 en el interior.
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Evaluar las correspondientes integrales de linea en (55) y (56) a lo largo de un circuito C' puede ser
dificil cuando su geometria (o curva C') es complicada. En el ejemplo siguiente vamos a ver como se
calculan en un caso simple.

e Ejemplo: Empleando las expresiones (55) y (56) vamos a calcular la fuerza F),, y el par L,, para
la espira cuadrada de lado L de la figura 33a recorrida por la corriente I, y situada en un campo
magnético con B = B, j uniforme.

La integral de linea de (55) a lo largo del circuito que forma la espira es,

m_I?{(dl’/\B ) =1I. [/ Mﬂ/ (dI’. A B) + /Mﬂ/ dl’AB)]

las dos integrales son nulas pues dl’. y B son paralelos a lo largo de los segmentos AB y C'D. Nos
queda,

F, =1 {/C(—idx)A(Boj)+/A(ida:)A(BOj)} = 1.B, {k(/cdaz)—k(/Adaz)} =0

B D B D

donde las integrales |, C],S dr = ff dxr = L son la longitud del segmento. La fuerza neta en el centro
de masas? de la espira es nula pues la fuerza que ejerce el campo magnético sobre cada segmento
es igual y contraria.

Fpy=—-Fpc=1.B, Lk

Podemos calcular el momento de la fuerza que produce el campo magnético empleando (56) y
como dFsp = dFcp = 0 la contribucién a lo largo de los tramos AB y C'D es nula. Los vectores
de posicion del elemento de circuito de longitud dz respecto del centro geométrico de la espira son,

/ L . . ’ L. :
rBC:§J+a:'L VA TDA:—§j+JIZ

Entonces dL,, = 7“530 N dFpc + 1} 4 N dFpy e integrando,

“rL AL
Lm:IC |:/ <2]+$’L>/\(—Bodiﬂk)+/ <—2]+$z>/\(Bod.’Ek):|_—LQICBO’L
B D

También podemos situar las fuerzas Fpc y Fp 4 en el centro de masas del tramo correspondiente
y calcular su momento respecto el origen del triedro en el centro de masas de la espira de modo que
r’ en la figura. Entonces con v’ — +(L/2) j (ver figura 33a) resulta,

Lyn=L,,+ L., :TzlﬁlB/\FAB +TICD/\FCD

L= (-2 ) ALBo LK) + (4 §) A (L Bo LK) = ~(L* [, By)i (57)

Aunque la fuerza resultante (55) en el centro de masas es nula, no lo es el momento (56) que hara
girar la espira alrededor del eje X.

24 . , sy e
Suponiendo que el conductor es homogéneo el centro de masas es su centro geométrico.
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y4
m
Y
Ic n
B| '/:
Area S
(a) Espira cuadrada de lado L en
el plano (X,Y) centrada en el (b) Espira plana circu-
origen O. lar de radio R.

Figura 33: Esquemas de dos espiras planas recorridas por la corriente .

4.4. Momento magnético

Se introduce el momento magnético de una espira plana de area S recorrida por una corriente /.
como,

m=(SI.)n (58)

donde n es un vector perpendicular al plano de la espira y el sentido de /.. se toma con el sentido
de la regla de la mano derecha. Puede comprobarse? que si m es el momento magnético de una
espira plana, el par L,, que actua sobre la misma en un campo B es,

m
5
dr’
Por ejemplo, para la espira circular de la figura (33b) tomando
m = I.(nR?*)ky B = B, j se tiene,
Figura 34: Espira plana reco- Ln,=mAB=(r R*I. k)N (Boj) = —(m R*I. B,)1i

rrida por la corriente I,
Por otra parte, si alineamos el eje Z con m, se tiene v’ = Ru, y
dl’ = (R dy) u, empleando coordenadas cilindricas. Sustituyendo en la ecuacion (56),
dLy, = 7" A (L. (Rdp) uy) A [Bo j]) = (Ru,) A [(—I. B, senpdy) k|
dL,, = (—I. B, R* sen p dyp) [(cos pi + sen ¢ j) A k]

Resulta finalmente integrando entre 0 < ¢ < 27 para toda la espira,

2

2
L,, = (-I.B, R? |:(—j) / seng cos p dp + (1) / sen2g0dg0] = (rR*1.B,)i
0 0

puesto que la segunda integral es igual a 7 y la primera es nula.

2 . , .
*No haremos la demostracién, sélo comprobaremos que el resultado es el mismo.

L. Conde



Introduccion al electromagnetismo 47

La ecuacién (58) es un caso particular de la expresiéon general para una distribucién localizada
de corrientes J,. (") cerrada distribuidas en un volumen V”,

1

m = 2/ " A je(r") dv’ (60)

Esta expresion se simplifica para el caso de un circuito de seccion S constante por el que circula una
corriente I.. Tomando como hicimos en antes para la ley de Biot-Savart dv’ = S x dI’ y para la
densidad de corriente J. = (I/S) x t donde t es un vector tangente,

I
m = 7{ ' Adl (61)
2 Je

Cuando el circuito por el que circula la corriente /¢ es una espira plana como en la figura 34, tomando
el origen en un punto en su interior los vectores r’ y dl’, definen un plano,

v ANdl =" Adl'|n

donde n es un vector unitario perpendicular al plano de la espira. Ademas, si d A, el area diferencial
del tridngulo que forman r’ y dl’ se tiene,

7 Adl'| =" dl' sena =2 dA,
Sustituyendo en la ecuacién (61) queda,

Ic Ic IC
m:f’r‘,/\dl,:n%’T,Adl,’:n/QdAt:(ICS>n
2 Jo 2 C 2 C

al integrar sobre toda la espira plana recuperamos la ecuaciéon (58) donde S es la superficie de la
espira de la figura 34.

La induccién magnética B(7) en un punto 7 lejano que crea el mo-
mento dipolar magnético mm genérico situado en 7’ se obtiene®® a partir
de su potencial vector,

o (MA(r—1")
Ary=22 (=2 62
utilizando B = V A A se llega a expresion,
o (3(Mm-n)n—m
B == 63
=i () )

Figura 35: Campo creado
La figura 35 muestra que » = (r — 7’)/|r — 7’| es un vector unita- por el dipolo .
rio que apunta del centro geométrico de m(r’) hacia el punto r donde
calculamos el valor de la induccién magnética.

%No deduciremos las dos ecuaciones (62) y (63) siguientes.
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5. Magnetostatica en materiales

En la seccion 3 estudiamos cémo un campo eléctrico exterior E producido por cargas libres
polariza las moléculas de un material dieléctrico que generan un nuevo campo en el medio que
afecta a su vez el campo aplicado. El campo magnético en el vacio cuya densidad de flujo B puede
calcularse con la ley de Ampére (ecs. 44 y 45) o con la de Biot-Savart (ecs. 52 y 53) es creado por
corrientes de cargas en movimiento. Este campo externo magnetiza a los materiales que producen
otro en su interior que se superpone al primero.

A nivel microscépico. el efecto del campo B, es interaccionar con el momento magnético m de
las moléculas, que depende esencialmente de su estructura electronica. Esto se alinean en la direccién
(paralela o antiparalela) a By y la suma vectorial de sus campos microscépicos (63) individuales da
lugar a un campo interno que se superpone al aplicado desde el exterior.

En general todos los materiales responden a un campo magnético

Bex " externo y se clasifican en tres grandes categorias. Los materiales para-
™ Ul magnéticos orientan los momentos m de sus moléculas en el sentido del
%;. »m,  campo B aplicado, los diamagnéticos en la direcciéon opuesta y ambos
D o %@;,Uﬁ— efectos son débiles. La respuesta de los medios ferromagnéticos®” es mas
s G2~ ™  compleja y también alinean sus momentos magnéticos moleculares con
%é‘ m,  la aplicaciéon de un campo externo.
/‘/
~1 "L

Desde un punto de vista macroscopico, podemos modelar la respues-
Figura 36: Cilindro de ta del medio como muestra el esquema de la figura 36 donde un cilindro
material ~ magnetizado de material tiene aplicado un campo B.,; alineado con su eje de sime-
por el campo B,y;. tria. Podemos promediar el momento magnético molecular sobre celdas
j=1,2,...,N de un tamafio L < D pequefio pero que que contenga

un nimero muy grande de particulas.

Podemos imaginar el material de la figura 36 formado por nimero muy grande de espiras planas
con momento magnético m; = (S I,,) n; recorridas por una corriente de magnetizacion I, como en
las ecuaciones (58) y (61). Es un modelo fisico simple?® donde la corriente de magnetizacion I, no esta
relacionada con el transporte de carga eléctrica, depende de estructura electrénica de la molécula y
simplemente sirve para caracterizar la intensidad del campo B; que produce cada espira.

Por consiguiente, a continuacién vamos a considerar dos tipos de corrientes; la densidad de co-
rriente libre J. o de conduccion que describe el transporte de cargay la densidad de corriente de mag-
netizacion J,, que caracteriza la intensidad de la magnetizacion del material. Esta tltima no esta
relacionada con el movimiento de cargas eléctricas.

’Por ejemplo el hierro, niquel, cobalto y sus aleaciones, que dan lugar a los imanes permanentes que empleamos
habitualmente.

%La magnetizacién de un medio depende de la estructura electrénica de su molécula. Cuando se desarrolla en el siglo
XIX este modelo se conocian bien los campos magnéticos creados por corrientes de cargas libres, pero no la estructura
de la materia a nivel atémico y molecular. Para describir el campo magnético producido por materiales los imaginaron
recorridos internamente por unas corrientes de magnetizacion, que hoy sabemos no existen fisicamente, pero sirven para
describir la respuesta del material.
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5.1. Vector magnetizacion

La suma vectorial de los m; momentos magnéticos de las j = 1,2,..., N espiras del esquema
de la figura 36,
N
Mtot = Z my;
=1

nos da el vector de magnetizacion M, y utilizando la ecuacién (63) podriamos calcular la densidad
de flujo magnético B que produce el material que se superpone al campo externo. Sin embargo es méas
conveniente introducir el momento dipolar magnético por unidad de volumen® o vector magnetizacion
M como,

N

dM1 1

M(r') = =0t g > m, 64
) =" = A Ay ™ (64)

en el punto 7’ del volumen V' de material de la figura 36.

Para la escala de longitud L < D podemos emplear la ecuacion (62) reemplazando m por el
momento dM = M dv’ elemental para determinar el potencial vector dA,

Ho AM A (r —7')
47 |r—1r')3

o MA(r—7)

= dv’
47 \" |’I'—’I"|3 v

dA = luego, A(r)

donde 7 es un punto del espacio tanto dentro como exterior del material. Podemos transformar esta
integral de un modo semejante al que empleamos en la seccion 4.2 para deducir la ley de Biot-Savart,

Primero sabemos que,
4
rT—7r 1
( ; — v/
= = =)
y a continuacién empleamos la igualdad vectorial (51),

1 M "ANM
-] 3

|r — 7’| |r — 7’|

Tendremos entonces,

1 M "ANM
MAV | — dv':—/ N dv'—i—/ VAM
v |r — /| / |r — /| e — |

La primera integral del segundo miembro podemos transformarla en una integral de superficie
haciendo uso de otra igualdad vectorial,

/V(V/\F)dv:/sds/\F

siendo F' un campo vectorial y V' es el volumen que encierra la superficie S. Luego,

A(r):—%/dsl/\M+%/ V’/\Mdv,zuo/ MAnds,+/A(,/ V//\Mdv,
A Jo |r =7  Am Jyo v — 7/ A Jor |r — 7’| A Sy | — 1|

(65)

»Es semejante a la definicién (29) del vector polarizacién P en un material dieléctrico.
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donde ds’ = n/ ds’ y el vector unitario n’ es normal a la superficie exterior del material. Podemos
escribir esta dltima ecuacion de un modo mas compacto,

Ho I 1, Mo I /
A(r) ="— ——d — ——d 66
(r) 47 /S/ |r — 77| ° +477 v |r— 1| Y (66)

introduciendo las densidades de corriente superficial,

J"=MAn'| yvolumétrica |J)'=V'AM (67)

de magnetizacion. Empleando B = V A A se obtiene la induccion magnética, como en la seccién
4.2 al deducir la ecuacién de Biot-Savart. La densidad de corriente superficial J!" tiene unidades de
carga por unidad de longitud y tiempo, es diferente de la densidad de corriente volumétrica J,* que
son cargas por unidad de superficie y tiempo, igual que la de conduccién J..

Si comparamos la expresion (66) con (50) vemos que el origen del campo magnético creado por
el material son las corrientes de magnetizacion J!" y J|"* relacionadas con el momento magnético
por unidad de volumen M. Por tanto, dichas corrientes no estan relacionadas con el transporte de
carga eléctrica como las corrientes J,. de conduccién introducidas anteriormente.

Podemos ver intuitivamente en el esquema de la figura 36 que las corrientes de magnetizacion
internas I, en la escala L < D se cancelan en el interior del material, pero resulta una densidad
de corriente superficial J;;, no nula en la superficie interior. Si la magnetizacion en el material es
homogénea V A M es nulo y no hay corriente volumétrica.

Las ecuaciones (65) y 66 son analogas a la expresién (32) que obtuvimos para la electrostatica
de materiales dieléctricos si reemplazamos A(r) — ¢(r) las constantes 1/(4mwe,) — 1o/ (47) y las
densidades de corriente superficial J* = M An’y volumétrica J!* = V' A M por las densidades
de carga oy = P - n' y p, = —V' - P respectivamente.

5.2. Ecuaciones de la magnetostatica en materiales

Hemos visto en la seccién 4 que las ecuaciones (43) para la magnetostatica en el vacio son,
V:-B=0 VAB=p,d. (Magnetostatica del vacio)

donde J. son las corrientes de conduccion que determinan la densidad B de flujo magnético. Puesto
que en un medio material aparecen corrientes de magnetizacion J,,, adicionales hemos de conside-
rarlas en la segunda ecuacion,

B
VAB=pu,(J.+Jn) yempleando (67), VA [ - M} =J.

o

Podemos introducir un nuevo campo denominado intensidad del campo magnéticoy también campo
magnetizante,

B
H = — — M| entonces, (68)

Ho

que es diferente de la induccién magnética B o densidad de flujo magnético.

L. Conde



Introduccion al electromagnetismo 51

El rotacional del campo H s6lo involucra la densidad de corriente de conduccion J, relacionada
con el transporte de carga eléctrica que origina el campo magnétostatico®®. En el vacio o cuando el
material no responde a un campo magnético externo, M = 0, entonces H = B/, y recuperamos
las ecuaciones de partida.

Las ecuaciones de la magnetostatica para un medio material con H = B/, — M son entonces,
V-B=0 VANH=J, (Magnetostatica en un material) (69)

mientras que la divergencia de B sigue siendo cero V- H = —V + M es no nula.

En este punto necesitamos de una ecuacion constitutiva®® M (H ) especifica para cada material
cuya expresion matematica es en general compleja. En un medio no ferromagnético lineal y homogé-
neo cuando los campo magnéticos son moderados se tiene que M = x,,, H son vectores paralelos. La
constante X, es la susceptibilidad magnética y puede ser positiva o negativa y es pequeiia (x, < 1)
en materiales diamagnéticos y paramagnéticos.

En este caso tenemos,
B =y (H+M) = pio(1+xm) H = piopr H

donde p, = 1+ X es la permeabilidad magnética relativa que en el vacio es uno (pues X, = 0).
Podemos expresar el vector magnetizacion M en funcién del campo B en el material,

M 1 1
B =y, < + M> " (Jr"m) M=t A twego, |M=E"""B| (70)
Xm m pr — 1 Ho for

y encontramos los siguientes casos;

» Para un material paramagnético p, > 1y los campos M y B son paralelos. Los momentos
magnéticos moleculares se orientan en el sentido del campo B interior.

= Sielmaterial diamagnético i, < 1los campos M y B apuntan en sentidos opuestos. El campo
B apunta en sentido contrario momentos magnéticos de las moléculas.

= Finalmente i, = 1 en el vacio y entonces M es nulo.

En los materiales ferromagnéticos se tiene j, > 1 y muchos de ellos son imanes permanentes
pues sus momentos magnéticos permanecen alineados a nivel molecular incluso cuando no existe un
campo magnético exterior. La ecuacion constitutiva M (H ) no es lineal si se representa la induccion
magnética B del material frente a la intensidad del campo magnético H se obtiene una curva de
histéresis.

Una aplicacion importante de los materiales ferromagnéticos es que permiten formar circuitos
magnéticos, con lineas de campo cerradas confinadas en una regién reducida del espacio que vamos
a ilustrar seguidamente con un ejemplo.

Para calcular los campos H y B podemos utilizar el teorema de Stokes en la ecuacion (68) como
hicimos para deducir la ley de Ampére en la seccion 4.1 y se obtiene entonces,

*Como lo es la densidad de carga p. = ¢, V + E para el campo eléctrostético.
*'Como la ecuacién (30) para los dieléctricos isétropos lineales.
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y{H-dlc:/Jc-ds o bien, y{H-dlczfc (71)
C S C

donde I,y J. caracterizan el transporte de carga eléctrica. Estas ecuaciones son equivalentes a (44)
y 45) para el vacio. En problemas con una simetria definida nos permiten calcular la intensidad H
del campo magnético como veremos seguidamente con un ejemplo.

Si el material es lineal entonces H = B/ 1, 1, y podemos también emplear la ley de Biot-Savart
(52) 0 (52) con un pequefio cambio,

1 (! o I, ar’ o
= oo [ OGS 0o ) = e f AT
FrTl P FresTl A

Aqui J.(r’) es la densidad de corriente de conduccién y I. = d@Q/dt corriente que circula por un
hilo conductor de seccion constante.

e Ejemplo: Un hilo infinito de seccion despreciable que transporta una corriente /.. esta rodeado de
un cilindro de material diamagnético de permeabilidad relativa s, y radio R como muestra la figura
37. Vamos a calcular la intensidad del campo magnético H, la induccién magnética B y el momento
magnético M en todas las regiones del espacio.

Por simetria cilindrica no hay componente de los campos a lo largo del
eje Z que alineamos con el hilo y el sentido de la corriente. La direcciéon de H
coincide con la del vector unitario u,, tangente a un circulo de radio p conteni-
do en un plano perpendicular al hilo como muestra el esquema 37. Dividimos
en espacio en dos regiones p > Ry 0 < p < R en las que calcularemos los
campos.

En la ecuacién (45) sdlo tenemos en cuenta la corriente de conduccioén 1.
para p > R,

Figura 37: Cilindro
de material diamag- f H-dl, :% |H|dl. = |H|% dl. = |H| x (2w p) =1,
C C C

nético..

puesto que | H | es constante a lo largo de los puntos del circulo de radio p. Como en esta region no
hay material diamagnético p, = 1 (vacio), tendremos,

I I
H=_"w, y B=pH="5""
2mp

2 p e

Para puntos con p > R recuperamos la expresion (46) del campo magnético de un hilo infinito y
M = 0 pues no hay material diamagnético, o equivalentemente x,, = 1 en la ecuacioén (70).

Cuando p < R el circulo del esquema 37 dentro del material pero podemos volver a aplicar la
ecuacion (45),

fﬂ-dzc:|ﬂ|fdzc:yﬂy x (21 p) = I,
C C
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y tenemos ahora,

I, Ho fr L
o7 p Uy ¥ Ho fr 27 p

®

Con (70) se obtiene el vector magnetizacion,

I
M = (p — 1)?; Uy
y puesto que el material es diamagnético p, < 1y los campos M y B apuntan en sentidos opuestos.

Finamente podemos calcular las densidades de corriente de magnetizacion (67) pues,

1 I
JI'=MAn" = (- 1)% (wp ANup) = —(pr — 1)27:p

y para la corriente volumétrica si M = M,u, + M,u, + M, k en coordenadas cilindricas el
rotacional es,

u, pu k u, pu, k

1| Y Pde % L 1|4 "% &
JZJHZV/\M:; 0 B 92 :(Mr—l)f;X; ap ) 9, | =0

M, pM, M, 0 px5 0

empleando la expresion del rotacional en coordenadas cilindricas.

Hemos utilizado la ecuacion (71) puesto que el hilo tiene seccién despreciable y solo es necesario
considerar la corriente de conduccion /.. Si la densidad de corriente libre .J. se distribuye sobre la
seccion del conductor el razonamiento seria analogo a la aplicacién de la ley de Ampere (44) en la
magnetostatica del vacio.

e Ejemplo: El esquema de la figura 38 muestra la vista superior de una seccién transversal de un
toroide (anillo de Rowland) de radio R de material no ferromagnético con permeabilidad p, que tiene
arrolladas IV espiras de radio r.s < R y donde hay un entrehierro de longitud e < r.;. Vamos a
calcular los campos B y H dentro y fuera del toroide.

Podemos aplicar la ley de Ampére (71) para obtener la intensidad de campo magnético H con-
siderando la linea a trazos verde. Por simetria los vectores H a lo largo seran todos tangentes al
circulo, paralelos a dl. y tendran el mismo médulo. de modo que a lo largo de esta curva C,

fH-dlC:\HMx(QTrR—e)+|Hey><e
C

donde H,, es el campo en el material y H, el del pequefio hueco. El circulo a trazos define la
superficie S sombreada que esté intersectada /N veces en mismo sentido por la corriente que pasa
por cada una de las espiras luego,

/Jc-ds:NxIC
s

Como en el espacio e del entrehierro del existe el vacio, B, = i, H, y puesto que e < R ha de
haber continuidad la componente normal de B a la superficie del espacio abierto,
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B, = p, H. = popr Hy = By,

Tenemos entonces H, = p, H,, y por la ley de Ampere |H,,| X (2rR —e) + |H| x e = N x I,
luego, H,,(2mr R — e + e pip) = N X I.. Finalmente,

B NI, R\
2R+ e(puy — 1) © 2tR+e(u, — 1)

m

po pir N I
2rR+e(pr — 1)

Be = By =

El efecto del confinamiento de la lineas de campo dentro del
toriode se comprueba aplicando la Ley de Ampeére al circulo a trazos
interno de radio r < R de la figura 38 donde,

Figura 38: Vista superior de
7{ H-dl, = / Joods=Nx1.=0 un toroide de diametro 2 r.s y
c s radio R >> r.s con N espiras.

pues ninguna corriente /. intersecta su superficie y entonces el cam-
po H es nulo en esa zona. Para un circulo de radio » > R el campo
también es nulo puesto que,

7{H-dlC:/Jc-ds:NxIc—NxIc:0
C S

por el sentido de las corrientes de modo que entre Ry R + 27, el campo H resulta confinado.

L. Conde
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6. Induccion electromagnética

Hasta ahora hemos estudiado separadamente las ecuaciones para los campos electrostatico (42) y
magnetostatico (43) en el vacio donde los vectores E(7) y B(r) son estacionarios. Aunque ambos fe-
noémenos pueden ser tratados independientemente estan conectados por las corrientes de conduccion
Jm(T) que tienen caracter esencialmente eléctrico, pues son cargas en movimiento. Si avanzamos
considerando campos E(r,t) y B(r,t) variables en el tiempo tenemos que abordar conjuntamente
las cuatro ecuaciones de Maxwell siguientes,

c B
v-E=" vAE--9B
€o ot

oE

V-B=0 VAB=p,d.+ oo —

ot

donde ahora la densidad de carga p.(r,t) y la corriente de conduccién J.(r,?) son también varia-
bles. Hablamos de fenémenos electromagnéticos pues las ecuaciones de Maxwell acoplan los campos
eléctrico y magnético en el vacio dependientes del tiempo. La induccién magnética esta acoplada
con el campo eléctrico a través de la derivada temporal del primero,

V/\Ez—if (73)

y lo mismo sucede con E(r,t) y las corrientes de conduccion J.(r, ),

VAB:;LOJC+M0608—E
ot
El abanico de fenémenos fisicos que describen las ecuaciones de Maxwell es muy amplio por
lo que nos limitaremos esencialmente a los fenémenos de induccion eléctrica. Para ello nos restrin-
giremos a una escala de tiempo 7. cuasi-estacionaria donde la variacién temporal de los campos es
lenta®® comparada con la razén L/c < 7. entre L la escala de longitud caracteristica del problema
y ¢ la velocidad de la luz.

6.1. Fuerza electromotriz

Hemos visto que si aplicamos el teorema de Stokes a la ecuaciéon V A E = 0 de la electrostatica
(42) para una curva cerrada C' que define la superficie S,

/V/\E-ds:j{E‘dlczo
s c

Decimos que el campo E(r) = —V ¢ es irrotacional y deriva de un potencial ¢(r) estacionario que
tiene unidades de energia por unidad de carga. Cuando el campo electromagnético cambia con el
tiempo esto no es siempre cierto pues en la ecuacién (73),

/V/\E-ds-j(E-dlc—— 8—B-ds (74)
S c s Ot

32Sin entrar en detalles; los campos electromagnéticos se propagan a la velocidad de la luz y cuando L/c ~ 7. varia-
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el rotacional de E(r,t) en general no es nulo. En un campo electromagnético la integral extendida

Sm:%E'dlc
C

se denomina energia o fuerza electromotriz o voltaje inducido y tiene unidades de energia por unidad
de carga (ver ecuacion 12). Cuando la curva C' es un circuito eléctrico aporta energia que desplaza
las cargas eléctricas, es equivalente a la £, que proporciona la bateria de un circuito discutida en la

sobre una curva cerrada,

seccion 2.2.

6.2. Ley de Faraday

Cuando cambia el flujo de la induccién magnética B a través de la superficie de un circuito
cerrado C' como el de la figura 39 se induce un corriente eléctrica en el mismo. La variacién puede
ser debida a que la forma de la curva que describe C' varia en el tiempo, por que el campo B(r,t)
cambia aunque C' permanezca inalterado, o ambas causas simultaneamente. Llamamos induccion
electromagnética a esta transferencia de energia (mecanica, del campo magnético o ambos) que pone
en movimiento las cargas libres del conductor C' produciendo una corriente inducida.

Para estudiarla partimos de la fuerza (41) que ejerce el campo
electromagnético sobre una carga () que se mueve con velocidad u
respecto del triedro S de la figura 39,

F=Q[E +uAB|
y u = 0 en un triedro S’ que se mueve con la carga; el campo B no

contribuiria. Para que la fuerza F/ = Q E’ seala mismaen S'y S’
el campo eléctrico E’ ha de ser,

X Y E'=E+unB

Figura 39: La carga @ que re-  E] trabajo realizado al recorrer la carga Q el elemento de circuito
corre el circuito C esta enre- ] serd dW = F - dl,, integrando sobre todo el circuito C se tiene,

poso en el triedro S'.
F
f-dlczj{E-dlc:?{ [E' —un B -dl.
c @ c c

donde S es una superficie delimitada por la curva cerrada C de la figura 39. Empleando la ecuacién
(74) podemos escribir,

%E-dlc_?{ [E’—u/\B] cdl, = — 82 . ds
e} c s Ot

Finalmente,

ciones muy rapidas de los mismos introducen retardos temporales.

L. Conde
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0B

e;n:]{E'-dlc:— at-ds+]{(uAB)-dlc (75)
c s ¢

donde &/, es la energia por unidad de carga o fuerza electromotriz inducida respecto del triedro S’
ligado al circuito C.

La ecuacién (75) es una expresion general de la ley de Fa-
raday, proporciona la fuerza electromotriz que aparece en un
circuito C' en un campo magnético no uniforme y/o que cam-
bia en el tiempo.

Cty+ o) By

El valor de &/, es la energia por unidad de carga inducida
en el circuito en el triedro moévil que tiene dos contribuciones.
La primera integral de la derecha en (75) representa la varia-
cion temporal de la densidad de flujo magnético en la super-
ficie S' que delimita el circuito. La segunda es la aportacion a
&!. del movimiento del elemento de circuito dl.. con velocidad
Figura 40: Circuito C(t) recorrido u respecto al campo B(r,t) integrada a lo largo de C'.
por la corriente I. que entre t, y
to + 0t se mueve y deforma en el
campo B(r,t).

Clto) (dI, Au) ot

Seguidamente vamos a comprobar que la expresion de la
ley de Faraday (75) es equivalente a la otra mas simple (77) que
s6lo involucra el flujo de la induccién magnética a través de
una superficie.

El circuito de la figura 40 recorrido por la corriente I.(¢) define la curva C, = C(t,) y la super-
ficie S, en el instante #, inicial. El circuito se mueve y deforma en el campo de induccién magnética
B(r,t) variable en el tiempo y en t, + dt su perimetro C;, = C(t, + dt) delimita la superficie Sp.
Vamos a evaluar la variacion del flujo de B en el intervalo 0t sera la diferencia,

B(t, + 6t) — D(t,)

dd 1
_— = 1, = 1, —_— B . _ B .
a o 5t Jim < [ o b(to + 3t) - dsyp /C a a(to) dsal (76)

donde By(t, + 0t), B, (t,) los valores del campo sobre las superficies y ds,, ds, los vectores super-
ficiales respectivos.

Durante el pequefio intervalo de tiempo 0t cada punto de la curva C(t,) se mueve a lo largo de
una de las lineas a trazos y se desplaza un vector 67 = u X J§t que forma una superficie lateral y
junto S, y Sp son un volumen V' cerrado.

Consideramos que en instante t, + t la superficie S, de la figura permanece inalterada pero el
campo cambia By (t,) — Byg(t, + 0t) en el tiempo. Si en ¢, + 0t aplicamos el teorema de Gauss en
la figura 40 como V - B = 0 siempre,

/ V-Bdv— / B-ds—= | Bylto+5t)-dsy+ | Ba(torot) - (—dsa)+ | Balte+5t) - dsi =0
14 S Sp Sa S

Las dos primeras integrales es la contribucién sobre las superficies superior e inferior, donde
(—dsg) tiene signo negativo para apuntar segiin la normal exterior. La ultima integral es la contri-
bucién de los lados suponiendo que 0t es pequeiio y las superficies S, y Sy estan muy proximas y
podemos escribir,

Version: 28/2/2024



58 Fisica II

ds; = dl, N\ ér = dl, A (udt)
que es el area del paralelogramo formado por los vectores dl, y u §t. También podemos aproximar,

0B,

B, (t, + 0t) ~ By(t,) + 5

5t + O(6t)?

y para la tercera integral, reteniendo so6lo los términos de primer orden en 6t,

0B,

Bu(to +0t) - dsi = Ba(to) - [dl Au] x (8t) +

[dl, A ] (6t)% ~ By(t,) - [dlg A u] x ()

Con estas aproximaciones la igualdad anterior se simplifica,

0= [ By(to+6t)-dsy — | Balty)- ds, — (5t) /
Sa

9B, ds, + (dt) B, (to) « [dlg N u]
S Sa ot Ca

donde la tltima integral esta evaluada a lo largo de la curva C, que describe el vector dl,. Despejando,

B,
By(to+ 0t) - dsy, — | Bgl(to) * dsq = (0t) / 9B, dsq — (0t) B, (to) + [dl, A u]
St Sa Sa Ot Ca
Haciendo el cambio By (t,) * [dlg, A u] = [u A By] - dl, si dividimos por §t y tomamos el limite

0t — 0, el término de la izquierda es justamente d® /dt en (76),

i _ [ om.
dat Jg, Ot
donde las integrales estan evaluadas en la curva (o circuito) C, = C(t,) que delimita la superficie
S, en el instante ¢, inicial. Por consiguiente la ley de Faraday (75) es equivalente a,

— | [wAB,]-dl,
ors

dd

Sm:—E

donde, @ = / B(r,t)-ds (77)
S

donde ®(r,t) es el flujo® de B(r,t) S a través de la superficie cuyo perimetro es el circuito C.

A continuacién vamos a utilizar las expresiones equivalentes de la ley de Faraday (75) y (77) para
calcular la corriente inducida en un circuito.

e Ejemplo: El circuito ABC'D de la figura 41 est4 en un plano horizontal y consta de una barra de
material conductor AB que se apoya en una horquilla cuadrada. Los tramos AB, CB y DA tienen
resistencia eléctrica despreciable y la de C'D con longitud, L es R. La densidad de flujo magnético
es B = B, k y la barra AB se mueve con velocidad constante u = u, % bajo una fuerza exterior.

»Como vemos, esta expresion justifica llamar densidad de flujo magnético al vector B.

L. Conde
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Vamos a calcular la corriente inducida en dicho circuito (a) empleando la ley de Faraday (75) para un
observador que ve AB moverse y (b) calculando d® /dt para aplicar la ecuacién (77). Comprobaremos
que los dos resultados son equivalentes y también evaluaremos la fuerza y momento mecanico que
es necesario aplicar para que la varilla se desplace con velocidad constante.

(a) Como B = B, k es constante en el tiempo 0 B/0t es nula y vamos a utilizar la ecuacion (75) a lo
largo del rectangulo ABC' D cuya superficie S aumenta a medida que la varilla AB se mueve hacia
la derecha. Tendremos,

5 0 B c D
5m=/ B 'dS—F%(uAB)'dlC:/(U/\B)'dlAB+ +
s | ot A ¢ b

las integrales sobre los tramos BC', CD y DA son nulas puesto que estan en reposo. A lo largo de
AB el elemento de arcoes dl , , = dy j y u = u, % luego,

B . ;
&n:/A (u/\B)-dlAB:/O [(uoz)A(Bok)]-(dyz):—Bouo/o dy = —uy By L

Como &, = I. R la corriente inducida es entonces,

C IC ' B
—D
Ny ¢C 1
7 _UoBoL (78) © | St —=oF
¢ R L 1 |SR® i@ >0
b1 @ O l ®
AN :
de modo que ¢4 > ¢, en la figura 41. Esta diferencia de potencial®* D ‘ X A
aparece por la fuerza electromotriz &,, que aparece en el circuito X |

ABCD por el movimiento de la varilla AB en el campo magnético

estatico. Figura 41: Circuito ABC'D si-

tuado en el plano (X, Y).
(b) Para utilizar la ecuacion (77) tenemos que calcular d® /dt de una
superficie ABC D que aumenta al moverse la varilla hacia la dere-
cha. Sila posicion inicial de AB es x; y el elemento de superficie es
ds = (L x dx) k y entonces,

@z/B-ds:/Bo(de):BoL/ drx = B, L (x — x;)
S S T;

Utilizando (77) como = = u, t se obtiene,

s d d
= - YB,L(x—2)]=-B, LY = —u,B, L

bn=—r =" a dt

*La diferencia con el circuito de la seccién 2.2 es que hay corriente eléctrica sin necesidad de una bateria que aporte
la fuerza electromotriz &, . Es decir, el movimiento de la varilla es equivalente a intercalar una pila en el circuito ABC' D
de la figura 41 con la fuerza electromotriz de la ley de Faraday (77).
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y con &, = R I, recuperamos el resultado anterior.

Sobre la varilla AB aparecen una fuerza F4p y momento mecanico L 4p producidos por el
campo magnético. Para que se mueva con velocidad constante y no gire alrededor de su centro de
masas hemos de aplicar desde el exterior otros iguales y de sentido contrario. Si empleamos (55) a lo
largo de la varilla,

B L
FAB:IC/ dlAB/\B:Ic/ (dyj) A (Bok) = (I. B, L)
A o

es la fuerza que del campo en el centro de masas de varilla mévil. No consideramos los otros tramos
del circuito ABC'D pues entendemos que estan fijos y las reacciones cancelan la fuerza que se ejerce
sobre ellos. Si sustituimos el valor (78) de la corriente I,

2
u, B2 Loy .
F,, = _toPo 2 .
R
vemos que efecto del campo magnético es frenar la varilla AB y por lo tanto la fuerza exterior
F,, = —F,, debe tirar de la misma para mantener su velocidad u, constante.

Sobre cada uno de los elementos dl 45 = dy j del circuito moévil aparece una fuerza elemental
dF,, = (I. B, dy) 1y utilizando la ecuacién (56) con r = x % + y j podemos calcular el momento
L, , respecto del origen,

dL,, =rANF,, =(xi+yj)N[(I.Body)i] = —(I. B,y dy) k
integrando,

I.B, L?

L 2713

B: L

LABZk(—Ic)/ ydy:—Tk y sustituyendo I, LAB:Uoio
o

k
2R

Ademas de frenarlas, el campo magnético hace girar la varilla en su movimiento alrededor del eje Z
en sentido contrario a las agujas del reloj.

Para evitarlo, la fuerza externa F,, = —F', ; que tira de la barra ha de estar aplicada en un punto
especifico R, = y, J para cancelar el momento L 4p anterior. Es decir,

Lez = Ro A Fe:ct - _LAB
y sustituyendo,

I1.B, L? L
—%k luego, R, = —

(Ro§) A [(I.LBy)i) = —(Ro I, L B,) k = 2

6.3. Coeficientes de induccién y autoinducciéon

La ley de Biot-Savart (53) para un material conductor de seccién constante,

al’ A (r — ')

Ho
Blr.) =102 § ot
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es también valida para una corriente I.(¢) variable si la forma de del circuito C' sobre el que esta
extendida la integral no cambia en el tiempo. En este caso, el flujo de la induccién magnética B(r, t)
a través de la superficie S que delimita el circuito C varia también en el tiempo, 1o mismo que I.(t)
y segun la ley de Faraday (77) se inducira una corriente en el mismo. Si calculamos el flujo ®(t)

tendremos,
, —
:/B.dS:IC[ /%dl TIT).ds
g |r — /|3

Las integrales® sélo dependen de la forma geométrica del circuito C'y la superficie S; en general
seran dificiles de evaluar®®. Puesto que C' y S no cambian en el tiempo podemos hacer un simplifi-
cacion e introducir un coeficiente de autoinduccién®” L > 0 igual al valor del paréntesis cuadrado de
la ecuacion anterior y el flujo es simplemente,

O(t) =L x I.(t)
Cuando la corriente I.(t) varia en el tiempo el flujo del vector induccion a través de la superficie

que define el circuito cambia y por consiguiente se autoinduce un corriente. La fuerza electromotriz
inducida es,

dl.
¢ =1.(t) x L yempleando (77), |&n=—L s (79)

que sera nula cuando la corriente I, es continua pues entonces el flujo de B es constante. La ecuacién
(79) muestra que la fuerza electromotriz inducida siempre se opone a la causa que la produce.

Ademas de la autoinduccion la variacion en el tiempo del flujo de B también da lugar a la induc-
cibn mutua entre circuitos proximos que se acoplan a través de sus campos magnéticos como en la
figura 42. El flujo del campo By = B + By sobre la superficie S1 que define el circuito C' tendra
dos componentes,

®), = [ Bi-dsi+ | Ba-ds; =P+ P9
Sl Sl

y para el circuito Cy igualmente,

$y= [ By-dsa+ | Bj-dsy= Do+ Doy
SQ S2

Si las corrientes que circulan por cada uno I1.(t) e Io.(t) varian en el tiempo y repetimos el argu-
mento anterior encontramos que,

Ay N (r—r dly A
Q19 = Ip(t [ / f — iy A (r—r5) dsl] y Po1 = Ii.(t [ / f — 3 ) - dsy
S1JC9 |’I“—7"2| Sa JC1 |T—T1|

*El flujo ®(¢) no depende de = porque la integrales esta extendidas sobre todo el circuito y su superficie.
*En la practica es mas facil medir L directamente en el laboratorio que efectuar el calculo.
Los coeficientes de autoinduccién e induccién mutua son positivos, no lo demostraremos por brevedad.
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se pueden escribir como ®19 = Iz, X Miyy P21 = I1. X Mo y utilizando (77) se obtiene,

dIlc dI?c

. M
& 1 12—,
dls. dli.

£ = —L M
2 2 21—,

La fuerza electromotriz que aparece en cada uno de los dos circuitos de la figura tiene dos contri-
buciones; la primera L dI./dt depende del coeficiente de autoinduccion y la corriente I1.(t) que
circula por el mismo.

La segunda depende de la corriente I5.(t) del otro circuito y del
coeficiente de induccion mutua M2 que los acopla. Ambos son posi-
tivos, M12 = Mo > 0 por simetria y la configuracién de la figura
42 puede extenderse a mas de dos circuitos acoplados mediante sus
campos magnéticos respectivos.

La autoinduccidn e induccién mutua son fenémenos empleados
en multitud de aplicaciones (transformadores, transductores, etc) y
como elemento de un circuito, junto con resistencias y condensa-
dores. Una induccion o inductor se construye arrollando un cable
conductor en forma de solenoide como se observa en el esquema de
la figura 43a de modo que el campo magnético B(t) en el interior
maximice el coeficiente L de autoinduccion como muestra la figura 43a. La caida de potencial ¢p — ¢,
entre sus dos extremos de la induccién esta relacionada con la fuerza electromotriz por,

Figura 42: Dos circuitos C y
('3 en induccién mutua.

b
1.
Op — g = — / E-dl =—-¢&, vy conlaecuacion (79) se tiene, Op — ¢ =L C;—t

La autoinduccion se emplea también como elemento de un circuito eléctrico y se representan como
indica el esquema 43b, son un elemento que almacena energia desarrollando un campo magnético
en su interior que luego devuelve al circuito.

Como muestra la figura 43b pueden asociar en serie y en paralelo. En este ultimo caso la corriente
que pasa por ambas en el esquema es la misma tendremos,

dI, I, dI,
¢b_¢a—¢b_¢c+¢c+¢a—LQE‘FLlE—(L1+L2)E

y por lo tanto, conectadas en serie tendremos L., = L1 + L2. Cuando estan asociadas en paralelo
como en el esquema 43b las corrientes I.(t) = I; + I3 en el nudo se suman,

dIc ¢b - ¢a dIc dIl dIQ ¢b - (Z)a ¢b - ¢a
_ _= L —_— 1 y, T = = — _—=
O = Pa = Leq g uego, o =0 = Yo I, L
y en este caso,
1 _ 1 n 1
Leq Ll L2
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(a) Induccién como elemento de un
circuito eléctrico. (b) Asociacién de inducciones.

Figura 43: Esquemas de una induccién como elemento de un circuito por el que circula una corriente I.(t)
variable en el tiempo.

6.4. Densidad de energia del campo magnético

La potencia eléctrica (20) para una induccion en un circuito es,

dE dl, d (LI?
PZ*ZIC — Qg :L Icizi C
dt X (9= o) =L x L2 dt( 2 )

puesto que 12 > 0 es positivo siempre. La energia almacenada en la induccién es entonces,

L2 ®xI,

U,
m 2 2

(80)

donde ® = L x I es el flujo del campo a través de la superficie S que delimita el circuito.

La ecuacién (80) es valida para un circuito eléctrico pero puede generalizarse empleando el po-
tencial vector (50) y el teorema de Stokes,

@z/B-ds:/(V/\A)'ds:?{A-dlc
S S C

La integral esta extendida sobre un circuito C' recorrido por la corriente I..(t) y la energia (80) alma-
cenada seria,

1e(t)
2

Um:ICQ(t)j{A-dlC o bien, dU,, = A-dl,
C

Vamos a generalizar esta ultima expresion para un sistema que transporta una densidad de co-
rriente de conduccion J., podemos sustituir I. dl. — J. dv' como hemos hecho en otras ocasiones.
La integral anterior sobre un circuito C recorrido por la corriente /() se transforma en otra sobre
el volumen V' donde est4 definido el vector J.(7’,t) luego,

1
AUy, = 3 (J.- A)dv
podemos sustituir ahora la ecuacion aproximada V A H = J, y resulta,

1
dUm = §(V/\H)’Ad1}/
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Para el siguiente paso necesitamos utilizar una igualdad vectorial valida para dos campos F'y G,
V- (FNG)=G-(VAF)-F-(VAG)

donde haciendo el cambio FF — A y G — H podemos escribir,
1 1
AUy, = 5A'(V/\H)dv’: §[H-(V/\A)—V-(A/\H)]dvl

Como la densidad de flujo magnético es B = V A A si integramos,

V-(A/\H)dv’} :1[ V/H-de’—/l(A/\H)-ds’]

Up = = [ H-Bdv —
v 2

2 v
y hemos aplicado el teorema de Gauss y a la segunda integral extendida sobre la superficie S’ que
encierra el volumen V.

La integracion incluye al menos los puntos del donde la densidad de corriente de conduccion
J.(7’,t) esta definida, que entendemos se encuentran localizados en una zona del espacio. Si ahora
hacemos V'’ muy grande para incluir todos los puntos donde B y H no son nulos® la contribucién
de la segunda integral es nula pues la superficie aumenta como S’ ~ r2 mientras que el producto
|A A H| ~ 73 (al menos) decrece més rapido. Finalmente,

Uy = = H-Bdv (81)
Esp.

Esta ecuacion es analoga a la que deducimos para el electrostatica de dieléctricos (40) y ahora la
energia por unidad de volumen del campo magnético u,, = (H - B)/2 sera la densidad de energia
del mismo. Como para un medio lineal B = py, p,, H tendremos,

1 1
Unp = B-Bdv = / |B|? dv
2 Mo My Esp. 2 Ho fr Esp.

donde p, = 1 en el vacio. La suma de las densidades de energia un campo magnetostatico (81) y
electrostatico (17) para medios lineales,

1 1
U, = / <505T B> + —— |B|2) dv'
2 Esp Ho Hor

6.5. Corriente de desplazamiento

Las ecuaciones de Maxwell iniciales las hemos generalizado introduciendo D(r,t) y H(r,t)
para considerar los campos en los materiales y podemos reescribirlas el siguiente modo,

B
V'D:pc V/\E:—aat

V-B=0 VANH =J,

$8Es decir, todo el espacio tomando V' = .
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para un campo variable en el tiempo nos queda introducir una modificacién final en la dltima de las
cuatro ecuaciones.

En la seccion 5.2 hemos introducido la intensidad de campo magnético (68) H (7) que depende de
la densidad corriente de conduccion J.(r) como VA H = J, para un campo estacionario. Tenemos

entonces”,

que es coherente con la ecuacion de conservacion de la carga dp. /0t + V + J. = 0 pues dp. /0t = 0
en una situacion estacionaria. No es asi cuando campo H (7, t) y la densidades de carga p(r, t) varian
en el tiempo pues entonces dp./0t # 0, no se conservaria la carga eléctrica.

Hemos de generalizar V A H = J, para que respete el principio de conservacion de la carga,

dpq _
BN +V-J.=0

pues no puede suceder que V + J = 0 y también 0p./0t # 0 simultineamente. Tiene que suceder
que,

V- (VAH)=0=V" (Jc—l—%ptC)

Si sustituimos la densidad de carga V - D = p, tenemos,

oD
ot

D
>—O y entonces, V/\H:Jc—i—a—

V' <Jc+ 8t

que satisface la ecuacién de conservacion de la corriente eléctrica.

Eltérmino Jy = 0D /0t se llama densidad de corriente de desplazamientoy muestra que un campo
eléctrico variable en el tiempo*® produce un campo magnético, incluso si densidad de corriente de
conduccién J, es nula. Este término es necesario para que se cumpla la ecuacién de conservacién
de la carga eléctrica.

Con esta ultima modificacion las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse para campos variables
en el tiempo de la siguiente forma,

OB
V.D=p, VAE=_-22
p ot

D

V.-B=0 vAH=J 3+ 2P

ot

Los campos son originados por densidad volumétrica de cargas libres es p.(r,t) y J(, t) la densidad
de corriente de conduccidén (libres) que puede comprender tanto el transporte de carga como las
corrientes de conduccién.

**Para un campo vectorial F se tiene que V - (V A F') = 0 siempre.
“Por ejemplo, una corriente alterna oscilante no transporta carga pero produce un campo magnético.
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/\‘/S1=R1Q

(a) Elangulo 6 de un sector circular y el
angulo solido €2 de un sector esférico. (b) El angulo sodlido df? de la superficie
infinitesimal dS.

Figura 44: Relacién entre angulo plano 6 y la longitud de arco L, dngulo sélido 2 y la superficie S de un
sector esférico. Proyeccion a lo largo de la direccion radial indicada por el vector unitario e, = 7/r de la
superficie infinitesimal dS sobre la esfera de radio unidad que define el angulos sélido df2

7. Complementos

7.1. Angulo sélido

La relacion entre el radio R de un sector circular y la longitud de arco L correspondiente es el
angulo 0 expresado en radianes # = L/R como muestra la figura 44a. Para los radios Ry y R2 se
tiene que,

Ly Lo

Ri Ry
Este concepto se generaliza para una superficie esférica como se muestra en el esquema 44a de modo
que el angulo sélido €2 (expresado en estereorradianes) es la relacion entre el radio de la esfera y la
superficie de un sector esférico y resulta,

0

S, S
0= % — 712
Ry Ry
Como S = 47 R? la superficie de la esfera de radio R se tiene para una superficie esférica completa,
S AmR?
Qs == @ =4

Como se muestra en la figura 44b, el angulo sélido df2 de una superficie mas general es el que
abarca el objeto visto desde un punto dado. Se obtiene a partir de la proyeccion,

e, dS =dS cosw
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del vector superficial dS a lo largo de la direccion radial e, = 7/r con centro en el punto O. Em-
pleando la relacion anterior para la esfera de radio R = 1 se tiene,

o= -QdS y entonces, Q= / & .2dS
r S r

El angulo sélido df2 bajo el que se observa una superficie depende tanto de sus dimensiones como
de la distancia r a la que se encuentra del observador y por convenio se toma positivo cuando desde
O se observa la parte concava de la superficie.

Para una superficie S cerrada que rodea punto O de la figura 44b se tiene que,

/ 40 = / er 'st — 47 (82)
S s T

Por ejemplo, si S es una esfera centrada en O entonces en la figura 44b los vectores dS y e, son
paralelos (o = 0) y como dS = 2 sen 6 df d¢ en coordenadas esféricas resulta,

. 27 us
Q:/e’" stz/ d¢></ sen @ df = 4r (83)
S r 0 )

para la esfera completa.

L. Conde



Introduccion al electromagnetismo 69

Notacion

A(r,t) Potencial vector.

A Angstrom, unidad de longitud 1 A= 1078 cm.

B(r,t) Induccién magnética o densidad de flujo magnético.

C Culombio, unidad de carga eléctrica (MKSC).

C Capacidad en Faradios (MKSC).

c Velocidad de la luz en el vacio ¢ = 1/e, o ; € = 300.000 km/s.

Xe Susceptibilidad (escalar) de un material dieléctrico (sin unidades).
Xm Permeabilidad magnética (escalar) relativa de un material (sin unidades).
D(r,t) Vector desplazamiento.

E(r,t) Campo eléctrico.

Em Fuerza o energia electromotriz.

€o Permitividad del vacio €, = 8.854 -10~!2 Faradio/m (MKSC)

Er Permitividad relativa (sin unidades).

eV Electrén volt 1 eV = 1.602 -10719 J.

keV Kilo electron-voltio, 103 eV.

K Grado Kelvin, unidad MKSC de temperatura.

kg Constante de Boltzmann kg = 1,3805-10723 J / K.

e Carga elemental del electrén e = 1,6021-10719 C.

F Faradio; unidad de capacidad eléctrica 1 F=C/ V.

F, Fuerza del campo magnético sobre un conductor.

o(r) Potencial electrostatico o de Coulomb en voltios (MKSC).

H(r,t) Intensidad de campo magnético o campo magnetizante.

I =dQ/dt Corriente eléctrica en amperios (MKSC).

Jq Corriente de desplazamiento.

J(r,t) Densidad de corriente eléctrica (carga por unidad de tiempo y superficie).
J Densidad superficial de corriente de magnetizacion en un material.
J Densidad de corriente volumétrica de magnetizacion en un material.
L Coeficiente de autoinduccién.

L, Momento mecanico del campo magnético sobre un conductor.

m Metro, unidad de longitud.

m Momento dipolar magnético de una espira.

Me Masa del electrén m, = 9,1091-10723 kg.

M Vector magnetizacion (momento dipolar magnético por unidad de volumen de un material).
M o Coeficiente de induccion mutua entre los circuitos 1 y 2.

MeV Mega electrén-voltio 10° eV.

Lo Permeabilidad del vacio p1, = 47 - 10~7 Henrios/m (MKSC).

L Permeabilidad relativa (sin unidades).

N Newton, unidad de fuerza MKSC.

P(r) Vector polarizacion (momento dipolar por unidad de volumen).

Pe Dipolo eléctrico.

P =dE/dt Potencia (energia por unidad de tiempo).

Q Carga eléctrica en Culombios (MKSC).

Q Carga libre (dieléctrico).
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R Resistencia eléctrica en Ohmios (MKSC).

Pe Densidad volumétrica de carga.

ol Densidad volumétrica de carga libre (dieléctrico).

Pp Densidad volumétrica de carga de polarizacion (dieléctrico).
Tsup Densidad superficial de carga (conductor).

oy Densidad superficial de carga libre (dieléctrico).

op Densidad superficial de carga (dieléctrico).

U. Energia electrostatica.

Ue Densidad de energia (energia por unidad de volumen).
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