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Ley de Coulomb: interacción electrostática en el vacío.
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• La fuerza de interacción entre dos cargas en reposo, separadas una distancia  R
en el vacío, viene dada por la conocida Ley de Coulomb:
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• La fuerza por cada unidad de carga en el punto P ocupado por la carga de prueba 
q puede medirse por el vector intensidad de campo electrostático, o campo 
creado por q1 en el punto P:



Superposición:
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• Si la carga q está sometida interacción con n cargas puntuales, la fuerza sobre q 
es la superposición: 

jq

• Se nombran: a r, coordenadas de campo, las rj (o r´) son coordenadas de fuente 

• La fuerza por unidad de carga en el punto P ocupado por q daría el campo E 
(vector intensidad de campo electrostático) creado por la distribución de cargas 
puntuales en el punto. 

• Esta magnitud vectorial caracteriza el campo electrostático en cada punto del 
espacio (propiedad  del espacio por estar la distribución de carga) y al poner en P 
una carga q de prueba, la fuerza  sobre ella sería: 



Trabajo en un campo E. Potencial: derivación física. Concepto.
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• El trabajo realizado por  el campo para llevar la carga puntual de prueba 
q del punto de campo  A al  B por la curva Γ es: (resulta independiente de la curva)
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El potencial en un punto coincide con el trabajo necesario para llevar la unidad de carga desde el infinito 
a dicho punto. 

Definición de voltio: …completar … discutir el signo de W (del campo) y W’ (a realizar).
Si el trabajo es positivo, lo realiza el campo: En general, la carga q tiende a ir hacia donde su Ep disminuye

• Dado que:

• La carga q en el punto de potencial V tiene energía potencial electrostática 
Ep=qV+cte:
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• El vector campo deriva del gradiente de un potencial electrostático escalar V



Aproximación del continuo: distribuciones continuas de carga
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• A gran distancia de una distribución que ocupe volumen V (o sobre una lámina de área S o 
en hilo de longitud L) la carga “aparece” como continua: definimos densidad 
(volumétrica, superficial o lineal) de carga.

• En un volumen pequeño δv que tenga δN partículas con carga, de posición promedio r’ 
, se puede definir la densidad de carga como: (carga por cada unidad de volumen, área 
o longitud)
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• Si  cada elemento de volumen (superficie o longitud) se supone pequeño, la posición rj 
pasa a una  posición promedio r’ (coordenadas de fuente), y la suma en j se transforma en 
integral  (paso al continuo) dando el vector campo (y el potencial) como: 

Observad que las distribuciones de carga en superficie o en hilos representan, como las cargas puntuales, 
singularidades (o sea, el campo tiende a infinito al evaluarlo en puntos cercanos a los ocupados por las cargas). 



Líneas de campo. Flujo del campo creado por cargas puntuales.
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(a) (b)

• Las líneas de E, creado una distribución de cargas, son curvas que nacen de cargas positivas 
(fuentes) y mueren en las negativas (sumideros).

• Matemáticamente, según significado del flujo de un vector, E lo crean fuentes escalares, 
así, la divergencia (flujo por cada unidad de volumen, en torno a un punto, ver tema Operadores) de E será  
nula en todo punto  P que no albergue carga. 

• En efecto, como div(Ej )=0 fuera del punto ocupado por qj donde el campo no está 
definido(tiende a infinito) se da: 

3

0 14
0 0 . 0, .j j

j

n

j j j
j

q
donde no hay q si j

πε =

⋅
−

−

 
∇ = ⇒∇⋅ = ∇ ⋅ = → − ≠ ∀  

 
∑

r r

r r
E E r r

Sugerencia: Una excelente web para texto y visualizer campos http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/

• Sin embargo, en los puntos donde están las cargas puntuales esta divergencia no está definida (es 
singular, ‘infinita’). En general , si la distribución es regular (densidad de carga espacial como 
función regular) esta divergencia puede no ser nula: hay fuentes de campo (sin carga puntual, o en 
lámina o hilo)



Flujo del campo. Teorema de Gauss en electrostática
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•El flujo del campo creado por una única carga puntual a través de una esfera de radio R 
arbitrario que la rodee es: 

ed S


rr′
qv r r′−
 

S Se

ve 2

3
0

2 2
0 0 04

( ) ( )
4

4 4

e e

e

e e
S S

e e

S R
r r R

q r r r rE dS dS
r rr r

dS q Sq q
Rr rπ

πε

πε πε ε
=
′− =

′ ′− −
⋅ = ⋅ =

′−′−

= =
′−

∫ ∫

∫
 

   



 

 

 

 



•Como div(E)=0 en los puntos donde no hay carga (no se crean ni destruyen líneas de 
campo) lo mismo vale para toda superficie cerrada  S que rodee a la carga, los puntos sin carga no 
suman flujo.

•Si q=q j está fuera de S (cerrada) en todo punto de  su volumen , para el campo creado por 
esa carga, div(Ej )=0 , luego no hay flujo por S exterior a la carga (no se crea campo dentro 
de S) 

0
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j j
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• Para el campo E creado por una distribución de cargas {q n } su flujo a través de S 
cerrada será suma de flujos debidos a cada campo Ej  (superposición)



Flujo del campo. Teorema de Gauss en electrostática
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• Como antes, dado que la divergencia de E es nula donde no hay carga (no se crean ni 
destruyen líneas de campo) al flujo del campo creado por TODA la  distribución a 
través de cualquier superficie cerrada S sólo contribuirán las cargas interiores a S:
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• El flujo del campo resultante a través de S cerrada será suma de flujos de cada campo 
Ej por separado, que será nulo si es debido al campo creado por carga exterior a S. 

• Luego: El flujo del campo E creado por una distribución a través de S cerrada es 
proporcional a la carga neta Q int  contenida en el interior de la superficie. 

• En cada punto de S , el campo es el resultante creado por toda la distribución.

• Ejm: el flujo del E de carga +q positiva aislada  a través de superficie  S cerrada que la contenga es el mismo 
que el flujo del campo Edip de un dipolo (–q,+q)  a través de una superficie S cerrada que envuelva sólo a +q, 
pero ambos campos son muy distintos (ver sus líneas)



Teorema (Ley)  de Gauss en Electrostática
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•Formulación diferencial: Por el Teorema de la Divergencia, la divergencia del campo es 
proporcional a la densidad de volumétrica de carga en cada punto del espacio.  Ley  o 
Ecuación de Poisson: (las fuentes de E son las cargas).
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•  En general: El flujo del campo creado por la distribución es proporcional a la carga neta 
dentro de la superficie cerrada. 

• OJO¡¡  Las cargas exteriores qext no contribuyen al flujo a través de la superficie 
cerrada, pero sí al campo en cada punto de ella: E es el repito, campo creado por toda la 
carga.
•  En general, como la carga en la suma (integral) de cargas distribuidas con densidad 
dada:  

0 0

expresión diferencial válida para todo punto del espacio, pues  = 0 donde no hay carga (si hay carga puntual en el

punto,  diverge (infinita) y debe considerarse 
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ρ

ρ

ρ
ε

ρ
ε

⋅ = = ⇒∇⋅ ∇⋅ =∫ ∫ ∫
rEr S E



 la forma integral de la Ley de Gauss 

• Por esta razón div(E)) diverge si en el punto hay cargas puntuales qi (o en puntos ocupados por hilos o 
láminas de carga) porque la densidad de carga no es regular. Recordad la extensión del problema 2.9.

•EJEMPLO:  ESFERA Y CILINDRO DE CARGA. Complementos



Ecuaciones de Maxwell para Electrostática. 
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• El rotacional de E (q,r) es nulo en todo punto, incluso en r=0, luego E de una 
distribución deriva de un potencial escalar V. Es campo conservativo. 

•Para la electrostática las ecuaciones de Maxwell (en formas integral y diferencial) 
quedan: 

• Por ser E campo derivable de un potencial V.  Lo que lleva a: (resumen) 



Energía electrostática U de una distribución de carga
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• Para situar la carga 1 en el punto r1 libre de campo no se requiere energía 

3 1,2 3

3 1 3 21 1 2 2 1
2 3

0 2 1 0 3 1 0 3 2 0 2,1 3,1 3,2

( , ) ( , )0 0 ,

(3) (2) ( )

1 1 1 1
4 4 4 4

1 1
4 4

e e

i j i j

pares i j pares i j i ji j

U U q V r

q q q qq q q q qq q
r r r r r r r r r

q q q q
rr r

πε πε πε πε

πε πε

= + =

    
= + + = + +         − − −     

= =
−∑ ∑



     

 

(1) 0eU =

• Sumando la energía necesaria para situar la carga 2, trayéndola  desde el infinito, en 

punto r2 del campo creado por la carga 1 : 
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• Sumando la energía necesaria para situar la carga 3 en el punto r3 del campo creado 
por las cargas 1 y 2 : 

• La energía electrostática de una distribución espacial de carga: energía necesaria para 
formar esa configuración. Coincide con el trabajo realizado para disponer las cargas 
trayéndolas desde el infinito. Razonando por inducción:



U para distribución regular de carga: 
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• Pero la suma en pares también se puede expresar como: 
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• Para introducir la carga 4, la 5 …  y la n-ésima en el campo creado por las n-1 restantes: 
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• notando por Vqi el potencial creado en la posición de qi por las (n-1) cargas restantes:



U para distribución regular de carga: 

Física II- Electrostática en vacío 14

0

2

0

( ) ( )

( )
v A

V V V V V E

con V y dv V V

V

d

ρ

ρ
ε

ε
∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ⋅∇ ∇⋅ = ∇ ⋅ − ⋅ = −→ = −∇ ∇⋅ =  ∇ ⋅ = ⋅





 



∫ ∫

E E E E E E E

E E E E S


0

3

Ener.  del campo 
Ener. almacenada por la distribuc.

201
2

20

0

2 2 2A vvol
e

v
V dV dv E dvU E dvε ερ

ε
→ →∞

→

⋅= = =+∫∫ ∫ ∫E S










• La integral de superficie es cero: si el volumen de integración v se extiende a todo el 
espacio (con una distribución regular sin carga en el infinito) para r grande, sobre una 
superficie S esférica de radio r se dan los comportamientos asintóticos:           
   V~1/r,    E~1/r2  y  S ~r2  => V E S ~ 1/r   ~  0

1
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si S es superficie equipotencial
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• Si la distribución  no tiene singularidades (cargas puntuales) la densidad  de carga es 
una función suave (regular) y la energía Ue se puede evaluar por integración directa 
según:

Que puede calcularse en función del campo, exendiendo la integral al infinio , si  ni hay 
carga en el infinito , con : 



Ejemplos.
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Sugerencias: 
3) Evaluar el potencial electrostático V del campo que crean las cargas 1,2 y 4 en el origen.
4) Energía potencial electrostática de q3 en el campo que crean las demás cargas y trabajo
necesario para llevar ésta del origen al infinito.
5) Energía electrostática U de la distribución de todas las cargas.



Campos de distribuciones de carga simples (Ver Problema 3.2) 
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Anillo de carga (problema 3.3) 
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Carga en aro de λ=cte y radio R en un punto de su eje
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Pág. 138 de apuntes. Problema 3.4
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Integrando para toda la superficie del disco (ver problema 3.4)
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Campo creado por disco de densidad superficial de carga σ =cte y radio R en un punto de  eje OY

Si se procede a hacer el radio R infinito (límite) se obtiene el campo de una lámina 
plana de carga sobre el plano z=0, que resulta perpendicular a la lámina (dirección del 
eje OZ con cambio de sentido en la lámina): 

0

( )
2

sign zσ
ε

=E k



Método de superficies de Gauss Método de superficies de Gauss
Plano infinito de carga (comparar con problema 3.4 con radio R infinito)
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∫ ∫ ∫



    



  

• Distribución superficial de carga uniforme en plano infinito tomando superficie gaussiana 
tipo “caja de píldoras”

2 2

0
2 ( ) ; 2Gr

G G dentro GS
E dS E Z r q rdr rπ σ π σπ⋅ = = =∫ ∫
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σ ε

σ σ
ε ε
σ σ
ε ε

= ⇒ = −

 ′− = − ≥= 
 ′− = ≤


∫

∫

• Si la densidad superficial de carga varía radialmente como se indica, calcula la carga total 
Q del plano e indica cómo calcular E en un punto del eje OZ. 

0
0 0 0( y constantes)

r
Re Rσ σ σ

−

= 2 0 0
0 0 2 2 3/2

0 0

'exp( '/ ). 2 , ' ( 3.4)
2 ( ' )

r r Rsol Q R E z k dr como
r z

σπσ
ε

∞ −
= =

+∫






Método de superficies de Gauss , cilindro infinto de carga Prob. 3.8
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Cilindro  de longitud infinita, de carga homogénea y potencial de referencia nulo a la distancia R del eje:

( )2G GS
E dS E r r Hπ⋅ =∫
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∫ ∫

• ¿Cómo se comportan E y V en el límite de r tendiendo a infinito? Indica cómo resolver el problema si 
al densidad variara con z según (evalúa la carga total) :

Sol. Por integración directa como 3.5, basta indicarlo
2

0 2 2 ( 0 , ; 0 )( ) si r R z si r R
Rz

z R
ρρ ρ ≤ ≤ ∀ = >=

+



Esfera de carga. Método de superficies de Gauss (Problema 3.7)
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Tomando superficies gaussianas esféricas concéntricas dentro y fuera de la distribución: 
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∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
Ver el ejemplo de esfera de carga con hueco excéntrico, Prob. 3.8, en mis Complementos  a la clase.

Atención a los límites de integración para V : 



Problemas
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Problemas
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Problemas
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Sugerencia:
3) Evaluar la energía U 
electrostática de la distribución.
4) Repetir el problema si ρ= ρ0(1-
c r) calculando primero c 
para que Q sea nula y verificar 
que el campo es superposición
del campo de la esfera homogénea 
de carga ρ0 y del anterior para k= - 
cρ0 

Sugerencia: Repetir el problema añadiendo en los planos x=D/2 y  x= - D/2 láminas
infinitas de carga de densidades superficiales σ  y   -σ  ¿cuánto vale  E en x=0 
entonces?



Problemas (Cilindro de H “infinita”). Superposición de distribuciones
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Energía electróstatica almacenada:
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Coordinates. Line, surface and volume  Elements.
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