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Programa.

2Física II- Operadores

( ) ( ) 0div rot = ∇ ⋅ ∇× =v v

( ) ( ) 0rot grad V V= ∇× ∇ =

cerrs V V

E  d A = divE dV E dV  ⋅ = ∇ ⋅∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫
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Flujo de un vector a través de una superficie.

3Física II- Operadores

E EAΦ = cosE EA E AθΦ = = ⋅
 
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• Otra forma de caracterizar vector campo: Flujo del vector a través de superficie S de área A.

• La suma sobre elementos de superficie infinitesimalmente pequeños da integral de
superficie, o integral doble. El flujo da idea de la intensidad o densidad de líneas de fuerza
perpendiculares a S que la atraviesan. Notaciones:



Teorema de Gauss o de la divergencia

4Física II- Operadores

•Si la superficie es cerrada se representa alternativamente como:

...
S

S S cerrada

E dA E dA E dAΦ = ⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫∫
    

 

•Si la superficie es cerrada el balance de líneas de campo entrantes-salientes 
puede no ser nulo. Pueden crearse o destruirse líneas en el volumen encerrado 
por S (hay fuentes/sumediros de líneas). 

• La integral doble puede calcularse por una integral de volumen usando el 
Teorema de Gauss o de la Divergencia:   (ver demostración  del final) 

cerrs V V

E  d A = divE dV E dV  ⋅ = ∇ ⋅∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫
   

V

idS


iw

Ejm. Problemas: 2.3, 2.4  



Circulación de un vector sobre una curva 

5Física II- Operadores

•Entre dos puntos A y B de una curva simple Γ la integral le línea de un campo pondera o
da idea de la intensidad de la proyección del vector a lo largo de la curva. Se define
integral de línea del vector a lo largo de la curva entre los puntos dados:

( ) ( )
,

B A

A B A B
C w dl w dl

Γ Γ
= ⋅ = − ⋅∫ ∫

 

 

•La integral de línea en una curva es la suma de las integrales de línea sobre segmentos 
de curva. Interesa el caso de  circulación  C de un vector  que es  su integral de línea  
a lo largo de curva Γ cerrada simple 

1 2 1,2 2,1

1 2
1 2

d l d l

C C w dl w dl w dl CΓ Γ ΓΓ Γ Γ

Γ = Γ + Γ → = −

+ = ⋅ + ⋅ = ⋅ =∫ ∫ ∫

 

  

  

dlw
dl
⋅




w dl


1 ,0

:

( ) lim
BN

i i iNi Al

Si w uniforme C = w  l = | w | | l  | cos  

En general C = w P   l  C C  w  dl 

α

→∞
= Γ∆ →

⋅ ∆ ∆

⋅ ∆ → = = ⋅∑ ∫

 

  

 

 

C w dl= ⋅∫
 

 ,

.
b

A

Ejm Trabajo W F dr
γ

= ⋅∫




Ejm. Problemas: 2.6, 2.7  



Teorema de Stokes o del rotacional:
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ΓdS


dl


•La circulación de un vector a lo largo de una curva cerrada simple coincide
con el flujo de su rotacional a través de cualquier superficie (abierta) apoyada
en el contorno en la curva:

S

C v dl v dS
Γ

= ⋅ = ∇× ⋅∫ ∫
 

 



•S superficie orientada, simple, regular y Γ su curva frontera, regular, cerrada,
simple y orientada.
•Se demuestra descomponiendo la curva en rectángulos elementales y evaluando
sobre el i-ésimo la circulación del vector para pasar a sumar después (ver Th Gauss)

Si la curva colapsa a un punto, la circulación tiende a 0 
y S va a una superficie  cerrada, dando la identidad: 

0 ( )

( ) ( ) 0

S v
cerrada

w dl w dS w dv

w div rot w

Γ →

← ⋅ = ∇× ⋅ = ∇ ⋅ ∇×

⇔∇⋅ ∇× = =

∫ ∫ ∫
 

  

 



Ejm. Problemas: 2.4, 2.5  



Definiciones intrínsecas y significado físico: 
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0 0
lim lim V

V V

v dVv dsd v
dV V V

∆

∆ → ∆ →

∇ ⋅⋅Φ
= = = ∇⋅

∆ ∆

∫∫∫














• Definición intrínseca (independiente del sistema coordenado) de la divergencia: flujo por
unidad de volumen a través de una superficie elemental cerrada que rodee el punto P
y que encierra un volumen arbitrariamente pequeño.

• Si no es cero se dice que hay fuentes (o sumideros) de líneas de campo en P.

P

rot
v

v

dl

S
( )

0 0

( )
lim lim S

n
S S

v n dSv  dldC
 =  v

dS S S
γ ∆

∆ → ∆ →

∇× ⋅⋅
= = ∇×

∆ ∆

∫∫∫


 

 







• La proyección del vector rot v enla dirección normal a una superficie en un punto P
coincide con la circulación del vector, por cada unidad de área, a lo largo de la curva-
contorno de S, el rotor tiene sentido de avance de un sacacorchos girado en el
sentido en que se computa la circulación: (tomando límite del área a cero en un entorno del punto P)

• Asociación formal:  Divergencia  flujo; Rotacional  circulación 



Definiciones intrinsecas de divergencia y rotor. Comentarios
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• También se observa que la  div(v) da una medida de la variación de flujo del vector  a 
través de la superficie elemental con respecto al volumen  que contenga al punto P. 

Los signos posibles de la divergencia serán:

en (un entorno)  de P  sale más flujo que entra, P es fuente de 
líneas de campo, nacen líneas. 

en (un entorno)  de P hay más flujo entrante que saliente en P, donde   
mueren líneas de campo. P es un sumidero de líneas de campo.

en P se equilibra flujo entrante y saliente

0
lim
V

v dS ddiv v
V dV∆ →

⋅ Φ
= ≡

∆
∫∫









0div v <

0div v =


0div v >


•¿Es cierto, como suele decirse, que si la divergencia del vector campo es cero en todo punto, como
es el caso del campo magnético B, las líneas de campo son cerradas?
•Se dice que “el rotacional mide la tendencia de un campo vectorial a inducir rotación alrededor de un punto”
Evaluar, en coord. cilíndricas el rotor de los unitarios radial y angular y discutir resultados. (sol. 0 y k/r)
•Probar que la líneas del campo g= Hy2 i (probl.2.7 son rectas y que rot(v) no es cero. ¿En qué dirección es más
intenso v?

• Si el rotacional de v es cero en una región del espacio, el campo se 
dice irrotacional en la misma y puede expresarse como el gradiente 
de un campo escalar (ver: campo conservativo).



Definiciones: campo conservativo y potencial escalar.
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CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO

(y 0)( ) ( )
P P

A A

EE T grad T E dl T dl T P T A
Γ Γ

∇ ∧ == ∇ = ⇔ ⋅ = ∇ ⋅ = −∫ ∫


 
 

• Si un campo vectorial  se obtiene del gradiente de uno escalar T, su integral 
de línea entre dos puntos no depende del camino o curva Γ(al campo escalar 
T del que se obtiene el campo se le llama función potencial escalar).

• Si la integral de línea de un campo vectorial   entre dos puntos no depende de la 
curva Γ , se puede definir un campo escalar T tal que su gradiente es el campo.

. : ( ) ( )
P P P

A A A

Demo E dl grad T dl dT T P T A
Γ Γ Γ

⋅ = ⋅ = = −∫ ∫ ∫
 



( )2

1 2
1 2,

.

0 ( ) (A)
P P

A A

q r q q
Ejm E K K V T V K

r r r r

E dl E dl E dl T P T
Γ ΓΓ

∀Γ Γ∀Γ

= = −∇ = −∇ ⇒ = − = −

⋅ ⇔ ⋅ ⋅ = −= =∫ ∫ ∫




  
  



• La circulación del campo conservativo es nula, luego la integral de línea  entre 
dos puntos es independiente de la curva seguida que los conecte: 



Definiciones: Campo solenoidal y potencial vector.
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CAMPO SOLENOIDAL

• Es  un campo de divergencia nula  -en un dominio dado- es tal que 

0 ( por tanto,para 0 )
S

div B B S cerrada B dS= ∇ ⋅ = ⋅ =∫∫
  



• Entonces el campo se puede expresar como el rotacional de un vector:

B A= ∇×


B
S abierta S abierta

B dS A dS A d lΦ = ⋅ = ∇× ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫
   



• Es decir: El flujo de B a través de una superficie abierta S coincide con 
la circulación del vector A (potencial vector, se llama) que lo genera a 
lo largo de la curva contorno de S.

• Ejm. Todo campo uniforme v es conservativo: (superficies equipotenciales: planos)

• Ejm. Todo campo uniforme v es solenoidal:  (comprobadlo)
T = ⋅v r

1
2= ×A v r



Problemas
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Problemas
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Problemas
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Problemas
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Problemas
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Obtened, en función de n, el flujo Φ del campo radial (sim. Esférica)
a través de una superficie esférica de radio R centrada en el origen y particularizar para n
del caso 2) ¿es nulo Φ? . La misma cuestión para el campo (radial en cilíndricas)
con flujo a través de un cilindro de radio R y altura H.

n
rC r=A e

nC ρρ=B u



Comentarios y Apéndice.Otros sistemas de coordenadas

16Física II- Electrostática conductores



Operadores en otros sistemas de coordenadas

17Física II- Electrostática conductores



Coordinates. Line, surface and volume  Elements.

18Física II- Electrostática conductores



NOTAS:Th de Gauss. Esbozo de demostración no rigurosa 
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1Φ

2Φ

1 2 1,2 1,2 2,12,1

1 2

ˆ ˆ 0n n E d A E d A= − ⇒ ⋅ + ⋅ = Φ +Φ =

⇒Φ = Φ +Φ

∫∫ ∫∫
   

 

1̂n
2n̂

1, , 22 2 11E d AΦ = ⋅ = Φ Φ +Φ+ +Φ∫∫
 



Descomponiendo un dominio (conexo) de volumen V en dos: el flujo sólo es suma
de los flujos sobre caras exteriores

1,2

1 2

1,2

ˆ ˆ
d A
dAn dAn

d A

=

= − =

−







Esbozo de demostración no rigurosa:
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1

N

i
i=

Φ = Φ∑

•Aplicando el resultado a N elementos de volumen ΔV o celdas que
aproximen V y evaluando en el flujo por la i-ésima celda:

• Sobre un elemento paralelepipédico de volumen ΔV=ΔxΔyΔz<< V se obtiene el 
flujo aproximado usando desarrollo de Taylor a primer orden, como por ejemplo :

( , , ) ( , , ) ( , , ) .E x x y z E x y z x E x y z etc
x
∂

+ ∆ + ∆ +
∂

 

1 2 3 4 5 6elementoiΦ = Φ +Φ +Φ +Φ +Φ +Φ



Esbozo de demostración :
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( )

( )

1 1

2 2

( , , )

( , , )
x x

x x

x
x

x
x

d E d S E x y z dydz

d E d S E y z dydz
EE dx dydz
x
Ed dxd

d

d

x

z

x

y
x

 
 Φ = ⋅ = −
  Φ = ⋅ = 
 ∂  = + ∂   

∂
⇒ Φ =

∂

+







x

y

z

dS2

dS1

Flujo del vector a través de las superficies normales al eje 
x con ΔxΔyΔzdV=dx dy dz : 

( , , )( , , ) ( , , )yx z
elemento

E x y zE x y z E x y z dx dy dz
x y z

∂ ∂ ∂
Φ = + + ∂ ∂ ∂ 

elemento 
10

( , , )( , , ) ( , , )lim yx z

i

N

iN i VV

E x y zE x y z E x y z

x y z
dV

→∞
=∆ →

∂∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

 Φ = Φ =   
∑ ∫

Haciendo lo mismo sobre los ejes OY y OZ y sumando dV=dx dy dz : 

Y sumando ahora a todos los paralelepípedos elementales: (¿qué condiciones se exigen 
al vector ?)  



Th de Stokes. Demostración no formal: muy similar a la del Th de Gauss 
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( ) ( )

yz
y z y z

yz
x

vvv dy + v  + dy  dz - v  + dz  dy - v dz =
y z

vv  -  dydz v i dS
y z

∂ ∂  
   ∂ ∂  

∂ ∂
= ∇∧ ⋅ ∂ ∂ 





• A lo largo del rectángulo elemental en x=cte, se evalúa la
circulación del vector…
• Usando desarrollo de Taylor a primer orden en dz, dx, etc.

para las componentes z e y del vector: (ver problema 2.5)
P2

dy

P3

dz

rotz v

y

• Se repite el proceso para rectángulos elementales en otros planos 
• (rotar x,y,z en los cálculos) dando: 

yz
x

s

vv v =  -  v  dl  =  v  dsrot y z
∂∂

→ ⋅ ∇× ⋅
∂ ∂ ∫ ∫∫

 

  



( , , ) ( , , )

( , , ) , ,

y z y z

z
z z

v dy + v x y dy z  dz - v x y z dz dy - v dz 
vconv x y dy z v dy etc
y

+ + →

∂
+ +

∂




Comentario:  Formulación adicicional del Teorema de Gauss 

23Física II- Operadores

dv

dS


Hay un SEGUNDO TEOREMA DE GAUSS:

.

.

:

S vol

S vol

d dv

r

d

Cambio fo

dv

mal
= ∇

× = ∇×

↔ ×

∫ ∫

∫ ∫

S E E

S E E

 







Significado físico no directo, pero importante para deducciones 
matemáticas (con consecuencias físicas relevantes).

Sugerencia: aplicarlo al campo electrioco creado por carga puntual en el origen siendo S la 
esfera de radio R que rodea la carga, interpretar el resultado . 

. (V( )), 0 , cerrada simple
S

Ejm si grad d S= × = ∀∫E r S E

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