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" TEMA 2. OPERADORES
DIFERENCIALES.

- Campo

_ Escalar. Gradiente.

- Derivada Direccional.

- LM: Leccion Magistral

1 hora

- Campo Vectorial. Flujo.

- Divergencia. Teorema
~ de la Divergencia.
Duracion: 1 hora

- LM: Leccidn Magistral

1 hora

~ Circulacion.

~ Rotacional.

Teorema del
f Rotacional.

LM: Leccion Magistral

1 hora

Vectores 3-febrero 12-febre. 4+5
Elcts.Vacio T4-febre. 26-febre. 4+5
Elcts.Conde 26-febre. S-margo 2+ 2+Iprob)
Elcts.Dielc S-marzgo I19-marzo F+4
Elcrts. Dielc I9-margo 21-margo +2 (o repaso

Campos Conservativos.
Laplaciano.

LM: Leccion Magistral

1 hora

Resolucion de
Problemas Tema 2.

"~ ZEHN DEUTSCHE MARK

RPA: Resolucion de
problemas en el aula

4 horas
div (rot v) =V -(Vxv) =0
rot grad(V)=Vx(VV)=0

ﬂE-d_AE_U_[divEdV :_U_[V-Edv

S cerr
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Campos en fisica ¢qué es un campo? ¢coémo visualizarlo y medirlo?.Matemaéticamente, es
una aplicacion univoca desde un punto de un espacio a otro.

- - vectorm v —= v & U
o r=XI+ Y+ K e = b2 e (b))

Notacion : . (r,0,) = (r,0,¢)
F=Xl+y]+2zZK e weu;eid,pmaj=prez..

» Aqui es propiedad mensurable escalar o vectorial dependiente del punto de medida:

T =T(r) ; T:R°>R
g(r;t)=g(x,y,z;t)at fijo... sw=w(r) ; w:R® 5 R?
w(r) =1w, (x,y,z)+ JW, (X, Y, z) +kw, (X, Y, z)

Visualizacion: campo escalar por superficies isoescalares, el vectorial por lineas de campo:




. Gradiente de un escalar. Derivada direccional. [

e La variacion infinitesimal de la propiedad escalar p sera:

0
dp :—pdx+ P dy+—pdz
OX oy 0z
» Reescrita como producto escalar, define el vector gradiente de p

dp=| PP, Pp) g
OX ay 0z

. —=dp=grad p-dl =Vp-dl

dl =dxi +dy j+dzk

J

 Define el operador gradiente que se representa por Nabla:

5p op~ Opr
rad Vp = Kk
) p=in ==l T
v=l7:97 f + 9% (operador Nabla)
OX oy 0Z

* La direccion del vector desplazamiento elemental dl puede estar orientada sobre una
curva dada. Ejm: sobre la recta x=9y=3z, dl =dxi +dx/9j+dx/3k
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eLa variacion de p puede medirse a lo largo de una direccion dada.

«Si dl yace sobre un segmento infinitesimal de curva con orientacion dada u.
dp=grad p-dl =grad p-(dlq,)=(Vp-q,)dl

d—p=Vp-U, =grad p-(,

dl

*Define la derivada direccional de p en el punto Q siguiendo la
orientacion del versor u.

*Si U yace sobre puntos de una curva Y , puede encontrarse tal
curva que maximiza la derivada. EI modulo del gradiente da la P < Pia
derivada direccional maxima: grad P, se orienta hacia donde

p aumenta.

Asi, si y esta sobre una superficie p=cte=K,
dp dp dn dp dp la derivada direccional de p a lo largo de y

—

=—-—=—C0Sa =——U, G, sera nula.

di dn dl dn dn El vector gradiente es normal a las

dp d superficies equiescalares p=K y se orienta
=|Vp| . .

dl en sentido creciente de valores de K

-~ Fisicall-Operadores 5
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» Siw es un campo vectorial sus lineas de campo yaceran sobre curvas y tangentes a él
en cada punto, es decir, las (dos) ecuaciones diferenciales de las curvas vienen de:

w, W, w

- — X — = : .
wW(P) 0 dx dy dz
P ﬁ
dl =dxi+dyj+dzk =dr
» La operacion diferencial resultante del producto formal del operador gradiente y el
vector dado es un escalar, llamado divergencia de w: (en cartesianas)

. . Ow, OW, ow

divw=V w=—"24 L4 ¢

OX oy /i
- - D —— e —_— . . . . dv
Ejm.st w=r —>V-w=3 ;Probarque5|v=v(r),V-v=er-d—
.



 Divergencia de un vector y rotacional de unvector [

sTambién la operacion siguiente da un vector, el resultante de hacer actuar formalmente
el operador nabla vectorialmente sobre el vector dado w

i J k
rotw=Vxw=V AW= 2 ° & =
oX oy o0z
w,oow,o W,
= aWz a\Ny _"(awx awzj L, a\Ny 6Wx
[ — + ] — + K —
oy 0z 0z OX OX oy
0 0
VXW) =—w,— — , etc.
( )X 6yW azwy

» Da el operador rotacional (rotor)de w en coordenadas cartesianas (cuidado, ver
tablas para otros sistemas coordenados).

*Un ejemplo de vector irrotacional (sin rotor) es el propio radiovector r o cualquier
vector radial dependiente solo de su modulo r:

Si - W(r) =[wl(T) L g(n)r= rotw=0
r

 SIGNIFICADO FISICO DE DIVERGENCIA Y ROTACIONAL: relacionados con
los conceptos de FLUJO y CIRCULACION de un vector.
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_ Operadores de segundo orden y algunas propiedades

» También pueden definirse operaciones que dan derivadas segundas de campos escalares
y vectoriales , como:

dado V(r) - gradV =VV, div(gradV)=V-VV =V (Laplaciano de V)
dado v(r) > divv=V.v , grad(divv)=V(V-v), yrot(rotv) =Vx(VxVv)

IMPORTANTE: (demostradlo por calculo directo)
 La divergencia de un rotacional es cero, es decir, el rotacional de un vector es un
vector solenoidal:

div (rot v)=V-(Vxv)=0

*Y el rotacional de un gradiente es cero, quivales a decir: el gradiente de un campo
escalar es un vector irrotacional:

rot grad(V)=Vx(VV)=0
La expresion siguiente define la laplaciana de un vector:
rotrot(v) =Vx(Vxv)= grad (divv)-laplacian(v) =V(V-v) -V

Viv= T V2, +] VA, +k V2,
-~ Fisicall-Operadores 8
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- NOTA; Propiedades

* Siendo en cartesianas:

el

) A7 82 82 82
(Laplaciano deV) > VV =AV =| —+—+— |V
ox~ oy® oz

o Si Ty P soncampos escalares, vy w campos vectoriales, con a'y b constantes
escalares, seran utiles las propiedades siguientes (demostracion como ejercicio).

v(@T +bP)=aVvT +bVP V(TP)=TVP+PVT
V-(av+bw)=aVv -v+bV-w V- (Tv)=VT -v+TV-v
Va(av+bw)=aV Av+bV Aw VAMV)=VT AV+T VAV
V- (VAW)=W-VAV—V-V AW

Ejer. Comprobar las relaciones siguientes, que saldran a menudo en clase:
r 1 r 1

Vr=_=u, vi=—Ll -_—y, VI (r)= f'(r)u,
r r r r
V-r=3 V-r%=0(sir;t0) V-£=%=V2r

Vx(g(rju,)=0 conr=(x,y,z),r :\/Xz +y? 4 2° ;J'r.dr =1(r? —r?)
Importante: n

Repetir los calculos con la sustitucion de r por R=r -1, con r, constante (es una traslacion de origen)

-~ Fisicall-Operadores 9
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a-H

p=cosgi+singj,

dS=dpp+pdpd+d-Kk
¢ =—singi+cosgj dA = pd¢d pk

I =sin6cos #i+sinOsin g j+cos Ok
ézcosf)cosﬁ—kcosé’sinqﬁj —sinfk

¢=—singi+cosdj

Y
x=rsinécosg

y=rsinfsing

z=rcosf

dA =r?sin@d@dor

dV =dxdyd:z

4

:(NJ %
dp pdd

dV =pdodpd:=

dV =r*sin@dO0ddr



u, =cospit+senyj , u,=-—sengi+cosyj

'
P(p,9.2) [£
P(XY.2) 47

(b) Coordenadas cilindricas con

(a) Coordenadas cartesianas con los vectores (ug,u,, k) unita-
sus vectores (i, 7, k) unitarios. rios.

Figura 1: Esquemas del vector de posicion r de un punto P en coordenadas cartesianas y cilindricas.

— — — 2 2
T=pcosp , y=psenp , p=VI°+y r=rsenfloosg , y=rsenflseng , z=rcosfl , r=+/22

k/\up=up N ug,f\k=up , upf\ugp=k N
P(r.B o) [Z

vector: v = v & ©

(P2, 2) = (g, 2) & (rd,2) & (r,0,2)
(r, 8,00) = (r,0,¢)

€7, Uy ++ Wy iy, paraj = p, 7,0, T,. ..

Figura 2: Coordenadas esféri-
cas del punto P.



M T

Opé{éﬁn‘r g(adiente en otros sistemas de coordenadas -

*Expresion analitica del vector gradiente en coordenadas cilindricas (r,¢,2)

VT(r,(p,z)_aT +1£ LT g :(r,0,2) < (0,6, 2)
or r op Ho oz

*En caso de simetria axial, con T dependiente sélo de la distancia al eje OZ:

8T el Xi + y] > >
, F=I = p=+yX + ,
or "t o r L=F 4

T=T(r)—>VT =

o Superficies equiescalares cilindricas , con gradiente radial respecto del eje OZ.

*Expresion analitica del vector gradiente en coordenadas esfericas (r,6,¢) :

or . 10T 1 OoT _
VT (r,0,¢)=—1U_+——U, + u,
or r oo rsené op
*Si T s6lo depende de la distancia al origen (simetria esférica), las superficies

equiescalares son esferas y el gradiente es radial. Dibujadlas.

VT (r )—g or XI+yJ+Zk; r=\/x2+y2+z ,puesﬂ:a(\/x Y+ ):i,etc.
or or r OX OX r

Fisica ll- Operadores 12



'y laplaciano en geometria radial cilindrica y esférica:

Para un vector radial [0 escalar p] dependiente solo de la variable radial r=p,
distancia al eje OZ, y la divergencia [laplaciano] en coordenadas cilindricas
es.

V(r)=v.(r)i, =>divv=———""=; r=xi+Yy], U =€ =

10(rv,) _ - - . r
r or ' r

[VZ p(r) =div(grad p(r))== : ar( ZEH

Para un vector radial [o escalar p]| dependiente sé6lo de la variable radial r,
distancia al origen, la divergencia [laplaciano] en coordenadas esféricas es:

2 s
V(r)=v, (r)i = divV = 126(r Vr); F=xi +Yyj+zk, 0 _r
r or r
: 1 0O op
VZp(r) =div(grad p(r))=——| r*:—=—
[ p(1) = div(grad p(r)) = ar[ arﬂ

La demostracion es inmediata (hacedla). En caso de no recordar la expresién ¢como hacerlo?
Ejer. ¢Como seria la divergencia de un vector que solo tiene en cilindricas componente ¢ y ésta
depende solo de la variable radial r=p , 0 sea V(F) = v, (r) ng ? (sol. Poniéndolo en cartesianas, sale 0)

-~ Fisicall-Operadores 13



= Problema 2.1
Dado el campo escalar ¢ = A x con A constante, se pide:

&) Representar praficamente las superficies equipotenciales.
b} Calcular el gradiente de ¢ v representarlo graficamente.
c) La derivada direccional de ¢ en las siguientes direcciones:
(1) w==1 (2) w=3 (3 u==k
4) u=2+43 (5 u=—1i+3 B) w=i+3+k

d) Caleular ¥V - (W) y V = (V&)

Solucion :
b} Vo= Aa
() 1) A : 2) 0 : 3 0
4 AMNWZ . 5) —ANZ D 8 AN
Solucion :
« Probl 2. @) Vé=20ri
Repetir el problema anterior para los campos escalares. 1) 2Bz ; 2) 0;: (30 ;@ vZBr; (5 —vIBz : (5 2vIBz/3
(7) V-[Ve) =28 ; (8) V= (Va)=0
a) ¢=4A + B - . .
(1) 2Cz ; (2) 2Cy : D 0 ; (9 CVE(z+y) ; (5 CVE(-r+y)
donde 4, By ' son constantes. 2.3

© 220+ @ V-(V)=4C : (® Vx (V) =0



+ Problema 2.8

Para el campo vectorial * = r ep donde el escalar r = /7 + * + 2 es |a distancia de un punto
del espacio al origen y er = r/r el vector unitario radial en coordenadas esféricas calcular:

a) El gradiente ¥V r

b} La divergencia ¥V - r

c) El gradiente ¥ (1,/r)

d) La divergencia del gradiente ¥V - V{1/r)

Solucion :

r 1

() "E’r:;:e. b)) Ver=3 . ) ¥V (;) =—%Ef - (d) ?*?(é):ﬂ

Obtened, en funcion de n, el flujo ® del campo A a través de una superficie esférica de
radio R centrada en el origen y particularizar para n del caso 2) ¢es nulo ®? .
La misma cuestion para el campo B, con flujo a través de un cilindro de radio R y altura H.

' _ _ 1
1) Vr=ii. V-F=3. v[l)z_igﬂ v.v(l)zo 3) szup, V.p=2. V[_J:_—zup, V-V[_J:

1
P P’

2) n=-2 4) n=-1
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