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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONAUTICOS

Ejercicio de clase. Mecanica Analitica 3° 2.12.2011

El test consta de 10 apartados, cada uno tiene 5 respuestas. S6lo una es correcta; marquenla en la plantilla adjunta.

P) La Lagrangiana L de un sistema con dos grados de libertad es L=T -U, donde T =21(d/+42)y
U= % (q§ d, +q12 d,)+V(q,) es un potencial generalizado del que se derivan las componentes de las fuerzas
generalizadas (Q;) que acttan en el sistema. La funcion V =V (q,) tiene derivada V '=V '(q,) continuay Kkes
una constante. Si no se imponen ligaduras al sistema:

P1) Las fuerzas generalizadas satisfacen:
A) Q1 = qu (qz _ql)_v ' ) Qz :_qu (qz _ql)
B) Q=-V',Q,=0
C) Q1 = qu (qz _(:11)_(:‘]1\/l ’ Qz :_qu (qz _ql)

D) Q1 :_kql(qz _ql)—i_vl ’ Qz = qu(qz _ql)
E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

P2) La funcion de energia H = H(Q, () asociada a la Lagrangiana es

A) 2T -U

B) T+U

C) T+V

D) T

E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

P3) Los momentos candnicos generalizados correspondientes a cada coordenada q; son:

A) p=6 Yy PpP,=0,
B) p,=G+50; Yy P,=0,+5¢]
C) p1:q1+kq2q1 y p2:q2+kq1q2

. 2 . 2
D) p=G+3% Y P,=0,+30
E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

P4) Puede afirmarse que:

A) T es una constante del movimiento.

B) V es una constante del movimiento.

C) T +V es una constante del movimiento.
D) p,es una constante del movimiento.

E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

P5) Si se incorpora ahora al sistema la ligadura q§ q, + qf d, =0, se puede afirmar que:

A) La ligadura es hol6noma.
B) p, esuna constante del movimiento.
C) La funcién de energia H = H(q,q) es una constante del movimiento.

D) T es constante del movimiento.
E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.



P6) Una particula se mueve en el plano horizontal Xy por accion de una Unica fuerza F= —yV ,donde yesuna

constante positiva. Usando como variables generalizadas las coordenadas polares planas (r,8), las
componentes generalizadas de la fuerza sobre la particula son:

A) Qr:_j/r y Q9:_7r9
B) Q =-yf Yy Q9:_7r29
C) Q=-r(+ro) y Q,=0

D) Q =-yor y Q€:_7r92
E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

P7) Para la funcion dindmica u(q, p,t) con respecto a un sistema de N grados de libertad con Hamiltoniano
H =H(q, p,t), puede asegurarse que:
A) au/apk :[qk’u]
B) au/aqk :[pk’u]
C) du/dt=[u,H]
D) d[u,H]/d t=[H,u]+[H,u]
E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

P8) Para un sistema hamiltoniano de un grado de libertad, la transformacién de contacto (q, p) — (Q, P) dada por

las relaciones Q =e“'q® cos(b p) ,P =e~“'g%sen(b p) (los parémetrosa,b y @ son constantes distintas de
Cero):

A) Es candnica si ba =1 paratodo valor de o
B) Es candnicasi b=1/2,a=2 , paratodo valor de

C) Es canonicasi b=2,a=1/2 , para todo valor de @

D) No es canonica, cualesquiera que sean los parametros.
E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

P9) EI Hamiltoniano asociado a un sistema lagrangiano de un grado de libertad es H(q, p) = p2/2 +A(Q)p+B(q),
donde Ay B son funciones conocidas. Puede asegurarse que

A) pB esuna constante del movimiento.
B) L(d.¢)=(q°+A%)/2+ GA-B
C) L(a.4)=4°/2-qA-B

D) L(a,0)=(4 ~A)*/2-B
E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

P10) El potencial generalizado de un sistema lagrangiano holénomo natural correspondiente a una particula de
masa m , posicion T y energia cinética T = m|\7|2 /2, es U(F,V)=ma,-(VxF)/2, donde &,es un vector
constante. Las variables generalizadas se corresponden segin (q,d, p) — (F,V, p) . Puede asegurarse que:

A) La funcion de energiaes H(r,V)=T

B) dT/dt =—|@,|T

C) La fuerza asociada a U es Q =M, xT

D) p=mV

E) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.



itamente las ecuaciones de Lagrang
ndose en un triedro inercial
neralizada




Solucion:
1) X, s

V= \70' + 0,6, + 0,€, + (,€;,
T=iMV’'=1M (v§+q12+q22+q32+
+2q1(\70' 'él) + 2q2 (\70' 'éz) + 2q3(\70' 'és)) ,

— M (qj +(\70.-é,-)), %%: M (q'j +(a’0,.é'j)),
i

-F.a,=0, Q,=F-a,=-Mg,




itamente las ecuaciones de Lagre




Solucion:

V = RO(cos A€, +sin 68,),

x F =—Mgg, + N(-sin 6g, +cos 6g,),

T =1 Mv2 =1 MR26?,

d o7 eI
dt 60 066




de masa M se mueve en un triec
arza atractiva desde el c
ila. Plantear expli




Solucion:

Sin g€, + CosOE,),

JCOS @€, +sindsin g€, + CosIE,,

2—; — r(cosé?cos¢é’1 +C0S@sin @€, —sin 0§3),

—

a,= g_r = r(—sin@sin &, +sin Gcos ¢, ),

/ V:X+qu§j=rér+éég+¢é¢, T =1M (1*+r°0° +r’§ sin’0 |
j

Qr:ﬁ.gr:_kr’

6_T:1|\/|(2r92+2r¢523in29), ot
or 2 00




or
g:
0¢
oT .
§=%M (Zr),
Mr,ia—T=%M (4rtd+2r6), ol
dt 06

dt o4

0,

= 1M (4rigsin’d +2r’gsin’0 +4r*gosing coso)

= CC M ¥ — Mr (6% + #?sin?@ ) = —kr,
dt or  or Q- ( ? )
d oT oT

- . Mr (270 +r@) — Mr2¢?sind cosé = 0,
dt 60 060 Q. ( ) 4

do§ o5

Mr(zrg&sinze +rgsin’d + 2rgdsing cosé’) =0,




le peso Mg se mueve sin rozamien




Solucion:
4) -

ia_T - |\/|5<‘(1+ Aa’x? ) +8a*MXx°x,
dt ox
doT or _

dt 6x ox

-d, = —-Mg2ax, Qi

MX (1+4a’x?)+8a*Mx°x —4a’M X*x = ~Mg2ax,

X(1+4a’x?)+4a’x’x = —g2ax,




Ejemplo (ligaduras no holénomas ideales):

Una particula de peso Mg se mueve en un triedro inercial x,y,z bajo la accién de
la fuerza de un muelle ideal de constante elastica Ky longitud natural
despreciable. El vector velocidad de la particula es paralelo en cada instante al

vector
G(t) = (2+sinawt)i +(3—coswt) ] + (4 +sinwt)k,

siendo una constante conocida. Obtener las ecuaciones de Lagrange que
describen el movimiento de la particula.

M’ﬁ/\/’g
/ ’
X



Solucion (ligaduras no holdnomas ideales):

Coordenadas generalizadas x,y,z, V=X +Yy+ 7k

_ y Z
V paraleloa U(t = : :
() - 2+S|na)t 3—cosa)t 4 +sIn wt

2 ligaduras no holdnomas:

B,,=(3— B 2
(D): (3-coswt)X—(2+sinwt)y = 0,mp u =(3-cosat), B, =—(2+sinatl)

B, =B, =0,
(2): (4+sinwt)y—(3—coswt)z =0, -{ =(4+sinwt), B,,=—(3—-cosat),
le_B _O
doL oL -oy = . . N 3 3 o
dt ox  ox P :(:“1(811' + B, ] +Bk)+ 1,(Byl +B,, ] + Bzak))" ,
doL oL -
oy oy Fon :(ul(Blll +B, ] +BK)+ ,(B,i +B,,]+ Bz3k))
doL oL = ~ . . . 3 ) o
dt 62 oz = :(’ul(Blll + B, ] +BK)+ 44, (Byl + By J + stk))'k,



Solucion (ligaduras no holdnomas ideales):
[ MK+ Kx = 1, (3—cos wt),
My + Ky = — 14 (2 +sinwt) + 1, (4 +sin wt),
MZ + Kz + Mg = — 1, (3—cos mt),
(3—cosat)Xx—(2+sinawt)y =0, (1)

(4+sinawt)y—(3—coswt)z=0, (2)

Incognitas:  X(t), y(t), z(t), z4 (1), £, (1),
Condiciones iniciales:
x(), (1), z(ty),

X(t,), Y(t5), 2(t;), Compatibles con (1) y (2) !



Mas ejemplc




Solucion;

U = Mgz +1K|OP| =
= MgR(1-c0s0) + KR* (1-cos8) =
= R(Mg + KR)(1-cos9),

L=T -U =1MR?% - R(Mg + KR)(1-cos ),

d oL oL

), MR?0 + R(Mg + KR)sind =0
dt 66 06




peso Mg se mueve sin rozamiento sobre
. Sobre la particula actua ade




+(ax® +by?)k,
Xi + V] +2(axx+byy)k,

T=1iMV2=1iM ()‘(2+ y2+4(ax>‘<+byy)2),

L =T
=1 M (X* + % +4(axi+byy)?) - Mg(ax® + by?) £ K (x* + y? + (ax* +by?)?),

oL
X
oL
o

=M (% +4ax(axx +byy)),

1M (8(axx +byy)ax) - 2Mgax — £ K (2x+ y* +dax(ax® + byz))




d oL TGl M (1+4b%y*)§ +(2bgM + K)y + 2b* Ky’ +

dt oy oy +y(2abKx* + 4bM (ax® + by®) + 4abMxx ) = 0,
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Ejemplos de sistemas con leyes de conservacion “triviales”

m) L=T-U=1MR*9 -R(Mg+KR)(1-cosd),

m) L(0, 0) ) E(0,0)=——L = constante
m) T -1MR%?,

E=T+U =1MR?* + R(Mg + KR) (1 - cos ) = constante



Ejemplos de sistemas con leyes de conservacion “triviales”

2 Z _
) 1 \\*/F =—kf q:r,91¢
M
s lMg T =1M(r*+r?0* +r’¢’sin’0),
1 Y U=42%kr*+Mgrcosd,
g ¢

- L=T-U = L(F,H,&,f,é,ﬁ\), - 2 leyes de

conservacion

m) E-T-+U =const

m D, 52—; = Mr’gsin®@ = const.



3)

Una particula de masa M se mueve respecto de un triedro inercial

sometida al peso.
Usar como coordenadas generalizadas las coordenadas cartesianas

de un triedro que se mueve paralelamente al anterior y su origen (O’)
se desplaza con una ley FO,(t) arbitraria.

X3




(1) =X, ()& + Y, (1), +Z,.(t)&;,
V=V, +0€ +0,¢, + €,
T=iMV*=iM(g,+2,)" +
+EM (G + %)+ (0, + ¥,)°)
X, U = Mgx, = Mgq, + Mg z,.(t), L=T-U,
oL oL
—=0, = p,=—=M(g,+x,)=const=c,
‘ aql 1 aql 1 1

oL <
oq, © o

2
No existe la ley de conservacién E(0, 4)paraF,.(t) arbitrario!

M(q, +Y,)=const=c,,

d C
a|\/|(q3+zo.)+Mg=O, m) M (G, +7,)+ Mgt =const

Equivalente a: (g, + 20,)% M (4, +Z,.) + Mg(g, + Z,.) =0,

‘ % M (q3 + Z.o')z + Mg(q3 + Zo') — COnSt



4)

Una particula de peso Mg se mueve en un triedro inercial x,y,z bajo la accién de
la fuerza de un muelle ideal de constante elastica Ky longitud natural
despreciable. El vector velocidad de la particula es paralelo en cada instante al

vector
G(t) = (2+sinawt)i +(3—cosat)  + (4 +sinwt)k,

siendo () una constante conocida. Obtener las ecuaciones de Lagrange que
describen el movimiento de la particula. o o o
T=2M(X"+y°+127),

Z L=T-U,
U =Mgz+1K(x*+y*+2%),

Mg En las coordenadas x,y,z

X

o 0, B =0 ‘ E=T+U =const.

E:

23



a) Ejercicio.

—const = Y(X)=const. = y=c,+CX,

5= j (ys yA]
Xg — Xg = Xp

e
one




1) Ejercicio. Dinamica relativista.




Ejemplo 1 (ejercicio n22 de apuntes).

Dos particulas de masas M, y M, estan unidas a través de un hilo ideal que pasa por un
agujero taladrado en el plano horizontal (sin rozamiento) de la figura. Determinar: Variedad
de configuracion, fuerzas generalizadas, ecuaciones de Lagrange, etc.




Particula 1: (X,Y) Particula2: Z

Espacio de config. Cartesiano:

{xl,xz,x3}:> {x,y,z}

{m,m,, m;}={M, M, M, }; m=M,+M,;

Espacio vect. de config: 61 = {1,0,0}, 52 = {0,1,0}, 53 = {0,0,l},
~ M, . = _ M, M, 1 MM, F . M,+M, = M,+M, =
€ = \ MM, e €2 = M 1+|v|2 =\ VMM, 1+M2 € = \ I\j/:1 €, € =/ l\;1 €, € =/ |\;|L2 €,

3 | FCH _ X ~ Y ' =3
=—-M,Qe” + f, =—Thﬁel—ThWe +(T, —M,Q)é
Ecuacion de ligadura: ¢ = \/X2 + y2 +|Z|—€ = \/X2 + y2 —-z—-(=0,

X _ . _ Ligadura ideal:
V= ———=¢ +%e2\/x2 +y? —8°%
VXi+y Xty = cH . ,
: W =4Vd = T, =T

. T
foH =T Y g2_tn g3
" \/x +y° \/x2+y2 T

=l
Il
P
gl
-
_|_
<
(Dl
N
_|_
N
(Dl
w
—
I



» Coordenadas generalizadas: q=(x,Y,2)

(no usamos la ligadura en la parametrizacion de la variedad
de configuracién)

XE + Y6, +26,; T =imv’=iM, (X*+Yy?)+iM,2°

doT ot Mg =T, m—,
a&—a—x—% X“+y
d oT oT y
- = My:_T y
dt oy oy Q2 » ' "Xy _
dar_ar _q, M,Z=T,—M,g,
dt 0z oz
¢ =xX>+y° —z-0=0,




» Coordenadas generalizadas: q=(p,0)

(usamos la ligadura en la parametrizacion de la variedad de
configuracion!!!!)

X=pCco0sHd, y=psind, z=p-—/,

r(p,0)=p(CosOE +sinOE,) + (p —()E,;
Y '
! : :

r . r o _
— =C0SH€ +SInbE, +€,, da,=—= p(—SINBE +COSHE,),
op 00

V=—=pa +0d, T=$mi’=3My/(p’ +p’0%)+iM,p° =L(M,+ M,)p? +1 M, p?0?,

Q, = f-a,=(-T,cosde — T, sin 96 + (T, — M,g)€*)- p(~sin €, + cos 6€,) = 0,

Q,=f-a =f-(cosoe +sinde, +&,)=-M,g,

dor _ar _ ", d(0°0)

o6 o0 » | Memg =0

doT oT ) '
—————=0Q,, ] (M1+|\/|2)p—|\/|2p(92=—|\/|29,




> Obtened la lagrangiana usando q=y@o,0)
leyes de conservacion.

U=M,gz=M,g(p-Y),

L=T-U=1(M,+M,)p* +1i M, p*0> ~M,g(p 1)

M.g a_L:(), — E(q’q):98|f+pa|T—L:T+U:COnSt.
ot 06 op
a_L:(), — pesa—l‘.:szzézconst.

00 00



» Solido rigido: Es un sistema particulas con seis grados de libertad (dimension de

d de configuracion) y como coordenadas generalizadas pueden
usarse,por ejemplo, las tres coordenadas cartesianas, (X,,Y,,Z,), de un punto A
del sdlido junto con otros tres parametros, (4,y, 8) , que determinan su
orientacion y que usualmente son los tres angulos de Euler.

» Solido sin punto fijo (6 grados de
z z libertad): A=CM

1 .2 ) .2 1= 1 —
T=3MQkey +Yom +Zcu) +30 1oy - @,

Velocidad angular: @ = (¢sin @siny + Ocosy )i’
+(gsin@cosy — Osiny) |’
+(pcos6+y )k,

» Sélido con punto fijo: conviene tomar
A=punto fijo.

-y T=1&1, @

Aplicacion al soélido rigido (Seccion 1.1.8 de los apuntes, ver como ejemplo).

31



Componentes generalizadas de las fuerzas Qa

Z 0 -fa-f. L _g. N
» qazxA’yA’ZA’ ’¢’l//- a — a q, — 6qa’
o = - OF, = Op
r:r + y = —A+F' N
AT » Q.-F 0, " aq,

ap £ 0P - 0p

:F n n’ :Fno n

Q,  Q=F, ; Q, oy
di6’+Q¢d¢+QWdl/f =F, -dp,

dp, = (@dt)x g, =(Q,d0+Q,d¢+Q dy)x p,

Q, =cosyi’ +siny |,

=sin@sinyi’ +sindcosy j + cosok’,

PR
-
-
-
-
-
-
-
4
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Componentes generalizadas de las fuerzas Qa
» Q,d0+Q,d¢+Q,dy =F, -dp,
=F,-((@dt)x B, ) = ((€3,d0 + Q,dg+ O, dy) x 5, ) - F,
— (©,d0+0,dg+ 8, dy)- (5, xF)
2 Z =(Q,d0+Q,d¢+Q, dy)-M,

= (©,-M,)d6+(Q,-M,)dg+(Q, -M ,)dy:

Qez I\/IA QH’
Q¢: IVIA Qqﬁ’
”””””””” Ql// — MA.QW’

33



1 Ejemplo

Obtened la lacranciana de la
bl Ullblullu A T4

de su lagrangiana.

noNnNzAa mmn'l'rlr‘:: \/ 2 ID\IDC {‘ID cnnNncorv/acinhn A n:‘.\r‘l'ir
rl\.avlll—u -~ - L A , -~ \.—,\.—J M W -~ VU IWw A rlu L) |
B B I, 0 O
1201 .5 T .
T=20l, 0, 1,=/0 1, 0];
i 0O O I3_
Z

T =21,(6° +4*sin’0) + 1 1,(y + pcosH)?,
U=Mgz=Mglcosd; L=T-U.
oL _

1) 0, =
ot
E:98L+¢38L+1/)8L—L:T+U=cte.
00 o4 ' ow
oL
) —=0, =
o9
~~~~~~~~~~~~~~~~ oL - o
b P, =—=L,#sIin"0 + 1,(y + gcosf)cos b = cte
3) i=0, —=p sé—l‘_:ls(w+¢ﬁcosﬁ):cte
Oy 17
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APLICACION AL SOLIDO RIGIDO

(Ver Seccion 1.1.8)

SISTEMA CON 6 GRADOS DE LIBERTAD  (X4.V4.Z4)  (p.0)
EN ESPACIO DE CONFIGURACION 3N DIMENSIONAL

Solido tiene un punto fijo
Solido libre .
D

o r=r(g.p.0)
r=r(xv,.24.0.¢.0)

LIGADURAS HOLONOMAS REDUCEN LOS PARAMETROS < 6

Ecuaciones independientes de ( = f(ql,qz,m,qn,t):o



L

FUERZAS GENERALIZADAS

- F, Componente generalizada de la fuerza
(n) - or = cr ~ o(r,+p,)
® Qa:f'ﬁ—EFn'-‘”:Fn' - :
cq., q., cq,,
ép, D
e Pr B (qu=6.w.0).
=~ 0 cq
Matriz ortogonal
v 0 mm) (.3 2) = (. 2)
., Vector en componentes sobre ejes
! ligados al cuerpo
cD _, cD cD _, - -
— PpdP+— pdy+—-p,d0=0dirp,
Ce cw co



0,dp+0,dy +0,d0 =F,-ddt 1 p, = (p, NE,) &dt = M, - ddt

J— .

ﬂ/f“l == momento de la fuerza F

M

Como @dlt eslinealen d@, dy y dé
y con Q,dp+0,dy+Q,d6 = I:“n odt A p, =(p, M ﬁn) @ dt = ﬂ?z; ~odt

encontramos l

Q).E,.t" 5 Q).lr.'f 3 y Qﬂ

Componentes generalizadas

e L . = P — FI__, —
Qx:ﬁ-n‘ - :(_‘Fn.]x Qﬁ':Fn' f}:[ :( n]v Q: :F”.FZ(F’J:

-~ . \ on 12
CX, CV, =



DISCO RODANDO SIN DESLIZAR




Disco
rodando

La velocidad angular del disco @:a’xri'+0)yrj'+wzlk'
@, =g@send cosy —0 seny

@, = COSO+y7 La coordenada z del centro de masas, zo=Rsend

O, =@ send seny +6 cosy
Zc =Rsend

El punto “B” del disco no desliza

VB:VC+@A@:O , = dy

. B vy .
<tan¢—@ = Yp than¢—O

2 2 _ _ X~ +Rycosg=0
\\/de +dy,2-Rdy =0, = Xg+Rycos¢

Usamos como coordenadas generalizadas:
(XB’ ysv ¢’ l//’ ‘9)

y las coordenadas del CM:
Xc=Xg —Rcosfseng

Ye=Yg+ Rcosécosg




L= g((XB —Rpcos@cosg + ROsen Fsen )’ + (y, — Rgcosdsen ¢ — RPsen Hcos ¢) + R*6? cos? 6?) +
. 1/4 0 0 ]|,
+—mR2[co,co,co,]- 0 1/4 0 || o, |—mgRsend
2 x Yy ©;

0 0 1/2] |,

(Sistema de referencia unido al disco)

Considerando la Lagrangiana L(XB ,V5>Xg5, Ve, o v,0,0,v,0)
(X, +Rwcosg =0, Yy +Ryseng =0 ,
d 0L OL d 6L OL d 6L OL
— = U, — = U, , ———— =, Rcos¢p+ p,Rseng
{ dt éx, oOx, dt oy, Oy, dt oy Oy ’
d 0L OL 0 d 0L oL 0
\dtop 0 ~ droe 06
- ;“‘1 r’“l . . FR\' FR‘L'
Los multiplicadores y estan relacionados con las componentes y &

de la fuerza de rozamiento.

Componentes generalizadas de la fuerza de ligadura no holénoma R, RW 3 e



Expresando

—_—

I = (X —Rcosﬁsenf;ﬁ);Jr (Vs +Rc05¢9005¢)}+Rsen€E

.o,
R:n; = H :FR' - -
G‘}"B
- (o [ N . - - -\
=Fy | = (}'C+Rcosw(cosgz5i+sengz5j)+Rsent,z,/cost9(—sen(/5i+cos¢j)+Rsenwsen(9k) =Fp.
Ox

. L-;.r:_;rl.-'z

Para las otras componentes tenemos
R, =u, =F

R, = pyRcosg + 1, Rseng



Dos discos en un plano inclinado




Sean las coordenadas @, 6, 92,3{31; V1

No deslizamiento

— —R6,cosp =0
1’51:() :> .
v, — RO sengp =0 g
d( —bsenp)—R6O, cosp =0
1_32:0 — <Zf
dr()1+hfﬂ~5§0) Ré’zsengo:(]

Ecuacion de ligadura integrable:

bp+RO, =R6, [y blp—p)+ RO, =R,

Con  6,(0)=6,(0)=0, ¢(0)=gp,



Tomamos como coordenadas generalizadas @ G, X1, V1

b
con blop—@y)+ RO, =RE,  [) 0 =0, = (9~ @)
El potencial es

X, +x, —bseng

U=-2Mgsenax., = —2Mgsena( ) = —Mgsena (2x, — bseng)

2
El lagrangiano es
L(xl.'sylﬁgquozilz.)}l?H-lagb) =1 -U-=
1 o o) 1 2| ? 1 . . 5 _ . ,
— ;M(xl‘ 1 };;)Jr 4MR‘{912 +g;} + E_M[(xl —bgocosgo)‘ + (};1 —bgosengo)‘]+

_ _ e
+:‘MR2{(91 _%@)- +§02} + Mgsena(2x, —bseng)



L) 0
Ecuaciones: [ d[ oL ) oL _ 7R

dr| Ox, | 0Ox,

d| oL OL

- . — — 1“'2

dt\ oy, | 0Oy,

L) o
< d d_‘ _ o = —f,Rcosep — u,Rseng

dt o0, 00,

d|(aL )| oL 0

dr E}gza ]

\ & —RO,cosp=0, 7, — RO, senp =0,

Componentes generalizadas R R R R

vle



- 0 - 07
R,=u =F, - —2+F, - —2=

o R2 —
OX, Ox,
n C Py = - - = | ~
=F, - o I +y,J+Rk—Rsen0, cosgi —Rsent), sengij + R(1—cos0,)k) +
o 81=0
+JE'R2 : ?(A’2;+JJJE+R£—RS€HQE -::c::)sgoz_:—Rsené‘2 senqonrR(l—cosﬁz)f;) = F, +F.,
-ll g2=0
—~  0r - 01,
_ o B1 _
RJ'IZXHE_FRI'T—I_FRE - FRH—'—FRw-
oy, oV,
= Orgy | 7 Ol
R, = —Rcosp — i, Rseng = Fm —ELy F,

)

= —Fr Reosp — Fp Rseng — F; ;Rcosp — Fy ,Rseng



or ~  Or
By B

o ol0]

R =0=F,, -

@

[ b
= —Fp,bcosp — Fp ,bseng + RF,, écosgm +RFEg , Esenq) =0

Para obtener todas las componentes de la fuerza de rozamiento

Se utiliza la ligadura fJng + RQQ — Ré’l =0 como ligadura cinematica no integrable

anadiendo un multiplicador mas

|:> L(‘xlﬁ:l'?lnglﬁgl “g{)ﬂxlﬁj'?lf‘gl’QE“Qb)



[ deL) oL

_ _ — = — ;.El

df 5x1 '}:l

d | oL oL

— — | = = H;

d!f 5.];'1 @J’l
A O

d C“l_‘ B EL — — 1, Rcos@ — u,Rseng — 11,R ,

dt 06, 00, h |
2 A

lff C - B CL :{L%R :

dt 00, 00,

\ X, — RO, cosp =0, 3, —R6,senp =0, bp+R6O, —RO, =0



-~

e

Encontrando los multiplicadores

py=Fey +Fpn v o, =Fp ) + Fy
R, =F, Do F Do y(F, cosp+F,,seng)= b
— "o +F,, - oo —b(Fg,, cos@ + Fp o seng) =y,

y las componentes fisicas de las fuerzas de rozamiento
(proyecciones sobre el plano de las ruedas)

Fro=Fg cosp+Fp seng y Fp)=F, cosp+F,, seng

L cosQ + i, seng = F. + F,, Fry = pycos@ + p, seng + pu;
—
py =—Fr,, Fry =~

¢ Qué pasaria si la barra tuviera una masa no despreciable?



FUERZAS DE INERCIA

v=dr/dt
: . . - 1 PR
Potencial generalizado U=-mv - (Qn ;r')—nr?{:_ AP +ma,
s

cU - .

—=—-m(Qnrr)

v

5[-'?- —+

—=-m(v A )—m(fl,r ) A +Hmﬂ

or

—

Fuerza de inercia  £r =—ma, +m (v A L) +m (QAF) A +—( m(Q A7) =

= —m (n ey (0 AT aQ AT 20N V)

aceleracion del origen l l

centrlpeta

tangencial Coriolis



PROBLEMA DE 3 CUERPQOS

*La lagrangiana de la particula de masa m.

GM, M,

M.’ R, =
10 %1 (R1+R2)

_ 2
> =M, R,

A T Ry=pR,
L

1 . GM,
7 Wy =— 2
Ry (1+ p)
1 RN | _
L=—mv*+mv-(@ r)+5m(a)/\r)




Leyes de conservacion

OL

ot Ju

oL _ _
— =mv+m(®d A

ov

_ M
L_o = S G-L=cte = ;M —Em(a)/\r)z—Gm( L

1 , 1

7)




Ecuaciones de Lagrange

. ol o nas ,
g adimensionalizaciones ol — r/(R1+R2)—>7
. oA. 011 1 (1 u
i[mmm(a—m?)]—@—L—o x—2y—a{5(x2+y2)+1+ [p p
dt oo L
j/'+23'c—i l(x2+y2)+ 1 (1 H
\ y| 2 1+ulp P

donde 1 2
o) = = y+x—1




Ejercicio (péndulo doble de masas iguales, caso particular del problema 6)
las ecuaciones de Lagrange y una ley de conservacion

4=6,0, T :%(f +02), V2 = 1207, Y, = 00, + 10T,
?/;L; X U, =cosé,i +sindk, U, =cosd,i +sindk,
_M& (26 + 6; +26,6, cos(6; - 6,)),
U =Mg(z,+2,) =—Mg/(2cosé, +cosb,),

T

U L=T-U;
d oL _odL =0 B . . .
dt 66, 06, » | 2gsind, +£0,°sin(6, - 6,) +2(6, + £, cos(6, - 6,) =0,
d oL oL gsing, + (67sin(6, —0) + (6, + (6, cos(6, - 6,)) =0
dtog, o6, =

T +U = const

36



Ejm. Problemas. 1: La tension es el multiplicador de Lagrange

p=x+x,+cte=0, r=xe + x,e,,
- variedad de configuracién 7 (x,) = x,e, + (cte — x,)e, .
ol mo -~ o - - - - .
ay=——=e—e . [f=0mg-T,)e' +(mg—-T,)e* .
m; v,
- 1/2 - 1/2
|el| = (my/m) e | =(m,y/m) . m=my+m,
Vg=2'+2’. fH =T (et +2)=-T, V¢ .= f¥.a =-T, (e +e’)-(e, —e,)=0
— g 1 L2 - — 1 -2
V= x4, T:Em;rlal-al :E(}nlerz).xl .

o) :f'al :(”?13’5] -0-}3123’51}-(51 _Ez}:(ml —m,)g

v o A =0 = (mptmy) X =y —my)g




. /
g . . ligadura : gsﬁ:\,l'foryf—zz—LEp—:z—L:ﬂ
5 1
o g
d T T . 22
X =
—_——=0,. = (m, +m)p—m pl =—m,g
dtép ép ° L 1 :
d ¢l ¢T ;
¢ m L Lo, . = Lomp-o,
dt 268 ¢8o dt
T—i =2 252 l -2 ( - 2 _ i 29y —
=—m (P +p 6 )+—m,I3. myp—my p0° =-T1,. (my p~6)=0.
2 2 dt
< myz, =1, —m,g
L p=p—-z,-L=0
. . _ _ _ ) :
> ligadura: isen@-jcos6 =0, (Byx+B,v+Bs0+B,=0).
1 2
2 : [
%% _‘Z_i = 1,B, . 2myx = pysen@ .
M 6 o ;
ii - S—T =2mggsena + 1By . 2my v = 2mygsend — i cost
dt ov v
2 i{fa_:r\ _5_T = i,B < 2m L6 =0
Yy dfl\@é; 20 1515 - 0 .
Xsen@ —yvcos@ =0, Xsent? —ycos@=0.




7(6.¢) = RsenBcos@ e, + Rsenfsen@pe, + Rcos@e; +2R(cos(8/2)-3/2)e,.

v

1(6.0.0.0)=—(m+m) (0d, +63,)-(0d, +63,)=—m] +—m;»3

22=

2R(cos(6/2)-3/2).

U =mygRcos@ +m,g2R(cos(6/2)—3/2)

ia_‘[‘_(j =0. —= mle.s-enzH@ = cte
dt 8¢ o@

ia_‘[j_ﬁz[j, a—L:Dj I'+U=cte.
dt ¢6 co

ct




5) )
: _ At” Z
G=md=At+B , @:T—Br , (@(0)=0).
6. 1 coordenadas generalizadas.
X
x=Rsen@+rsenfl, z=—-Rcos@—rcost.
en donde @ esuna funcién explicita del tiempo.
- - 1 - -3 ]. - - b
T(r.0.r.6.t) = Em{x‘ +z7)= :m((Rmcos @ +rsenf +récosd)” +
+(Rosen@ — icosf + rfsen 6)%) ,
U(r.6.f) =—kr* —mg(Rcos@ + rcosf) .
6)
Sean & v ¢ coordenadas generalizadas.
1 152 1 2.2 1 2
| T'=—ml{0" +—myl5¢~ +—myvis ,
A 24 } 2 77
_ [,
W < Vi = 1,60, +—¢ﬁff
vi =167 I,6¢ cos(p —8),

f’ !
T 1 , . 2 .
U = —mg - cost —m,g(/ cos@ + - cosg) .

e

e



10)

Coordenadas generalizadas: (x, v)del CM v & @

vy = (:%.f +3j )+ @~ CB=
= {1 —R6Bcos@ ) i+ [1 — RBseng@ )} =0
Ecuaciones de ligadura no holénoma:

i—ROcosp=0 . i"—RBsen@=0.

Ll +57)+

X

-8
—@send

@cosd

I=—1
2 3
M.,
) _ T‘MR 0 0
+l(— 5’-—6;?5&11(9.&&055’] i 1. .
2° ' ' s 0 — MR’ 0
4
1 .
0 0 — MR |
' 4

( d{(ar\ ér

E. ce |_ Fae - Z‘-"EJ.SB_E.T = ."”1

d{éer | ér

s o = {8 v — L

dt| av | Sy ;f' e85y = Mo

% C; |_ i; =D HgBg = —thRcos@ — (L Rsen@ .

o8& ) ¢©

d{éery ér

d(eT) T s, 5 oo

ot L c@ ) el :

1
T2

o=—-0i'+vok .

'
Z
5/
\ _.
Z
>
“T
Y
_\_\.\\
.
Fr b
i i 1 o 42 @
M2+ 32 )+ MR 6>+ 2
4 \ 2 )
(incognitas: x , v, & . @. fi. i)





