El sistema hamiltoniano correspondiente a una particula puntual de masa unidad tiene por Hamiltoniana

2 . .
¥, ]- 2 2 ) 1 2 ¥,
i +p:2)+5(m‘+£1‘)r"+5m‘z‘-ﬂ D -

L
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-
donde los momentos canoénicos 2= (2,.p,,P.) corre sponden a las coordenadas generalizadas
g = (r,0.z) -coordenadas polares cilindricas-. Si ® y Q son constantes positivas. se pide:
A.- (5.5 puntos)

1) Ecuaciones de Hamilton del movimiento.

2) Dar dos constantes (independientes) del movimiento.

3) Plantear la ecuacion de Hamilton-Jacobi , para la accion S(t,r.0.2) .usando el método de

separacion de variables hasta donde sea posible. (1,5 puntos)

4) Evaluar la variable de accién /; asociadaa 0 .

., 2, 2 : . .
5) Demostrar que p2; ylafuncion F = p+ 0~z estan en involucion.



B.- (4.5 puntos)

6) Momentos candnicos p; en funcion de las variables generalizadas (¢, q)-

7) Lagrangiana L= L(q.q) del sistema.(1,5 puntos)

7= p, P,-:}:%‘(ﬂ’z )
. JH - P _ JH _
1) Ecuaciones:| ¢.=—- {4==5-Q : p=-—- {p =0
0p, r /g,
2= p. .p: = -0 ’ z
E=H(q.p)= 0, (cte)
2)  Dos constantes: o
p,=mr(0+Q)=a (cte)
También loson:C2 = P /24072 /2y C= pl/2+ p] /217 + @+ 0°)r' /2




4) Aplicacion del Método de Hamilton-Jacobi para la integracion. Partiendo
de la Accion S:

§+H(q1,...,qn, 05 oS 1) =0, (E.HJ) para H(q, p,t)

61: qu aqn

en lugar de 2n-ecuaciones diferenciales de las ecuaciones de Hamilton, se tendra una

ecuacion diferencial para S (generatriz de tipo canénico 2) con integral completa sera tipo

S :S(t,ql,...,qn,al,...,an). S(t1q11°--1qn1F)11---1Pn)
0S 0S 0S .
i = i H':H — |:1,...,n, H,EO
P X Q, P o ( ) =
y las nuevas variables:
. OH’ : oH'
. = :O’ I:— =
Q=7 0
oS(t,q,x)
=C0nSt= iy i: ’

Q A P oo, q =9t a p) q(t) =0t «, B),

P =const = ¢, »

i _l n ,B — as(thva) pi - pi(t!a’ﬂ)! pl(tO) = pi(tO’a’lB)’

oa.



Como la Hamiltoniana es independiente del tiempo, y hay variables ciclicas, la ecuacién

05 oS ﬁ):o, (E.H.J)

—+H(q,,...,0,,—,...,
™ (q, q36q1 o,

Puede resolverse probando separacion de variables sucesivamente, con el tiempo sélo, se
prueba:

S=W(q,,...,0;,,...,a3) —E, (e, ..., )t Donde W es la accion
reducida, con:

S=W(r,z)+a,¢—Et

La ecuacion en derivadas parciales seria:

oS 05 11(osY (esY 1(esY | Q@ +a* , oS oS
H(— t)+—=0>—|| — | +| — | +—| — | |[+——— " —-Q—=-——

a9 ot 2|\ or oz r’ \ ¢ 2 L, ot
dando:
(WY (WY | Q*+a°
2 (—j +( ) +a§ - - IFZ_QOQZO‘OZEO
2|\ or 0z r 2

Pero aln puede realizarse otra separacion de variables para W(r,z) segin: S =—-a,t+a,d+W, (r)+W,(2)

(1[dWr jz a Q°+w® ,

— + + r“-=«o
2\ dr 212 2 2
1Y
2 2
l[dwzj +¥2 22—, - Qa, —a,
| 2 dz 2



Son dos ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas y resolubles por integracion directa.
La contribucion en la variable radial se identifica con un problema de una particula enuny
potencial central la contribucidn en z con una problema en un potencial de un movimiento
armonico simple:

s

2

W, = jdr\/2a2 — 05; —(Q? + w*)r?
r

W, = \/2(050 —Qo, —a,)— w’z?

Ambas integrales son practicamente inmediatas o se hallan en tablas de integrales elementales.
Una vez encontradas las W (y la S) la solucidn del problema se obtiene de:

0 _oW(q,a)

Q. =const = S, P o

_ _ pizﬁzaﬂ’ Qizﬁ’ y H,IO, aql

R = const =a;, og; oo ok Ot oW (g, )
i=0,1,2 Q_ M

Observar que las integrales que dan las Q aparecerian también en la resolucion del problema por el
método de integracion directa, ejm. para la parte radial:

(.2 2 2 2

r Q° +

~OH + p¢2+( a))rzzcte.:az
F=—"=p 2 2r 2

) ' > dr

t_j

2 3 2 2

- I (Dt o

P =f=pdr (Q +o)r | r\/Zaz—al—(Qz-l-a))l’

r



3) conS=-0,+a0+W(rz)

" - 2 ] 1 2 2
L{[dW e | Q+o0° ,
'.} "'|-‘

a— UI J

2 ¥
finalmente, puede ponerse S=-a  /+ a0 + W,(r)+ W.(z), el problema es de variables

W

dz

.I.

it

separables (resoluble, hay tres constantes):

M
4 1 L
)Iﬂ'zgqf’)pﬂl d{lﬂzgﬂald@:}}ﬁ:al
0F,
9) Hay que probar que [PVFJ = 0, se verifica por calculo directo| |2-F]= 0- 1£=0

7) L(g.9)= ¢-plg.9)- H(g.p(q.9))-




Comentarios y Cuestiones:

écuales son los puntos de equilibrio en las ecuaciones de movimiento del
sistema?

éSon estables?
éPor qué las soluciones r(t) y z(t) son periddicas en t?
éHabrd soluciones peridédicas?

Interpretacion fisica de la hamiltoniana inicial.



Ejercicio 1 (Una hora)
Se considera un sistema lagrangiano de dos grados de libertad con lagrangiana

I
L: E(waf)-U,

endonde U: %(qﬂ ¢:)t 0 (6,9, 4,q,) ,siendo ! una constante. Se pide:

A.- (7 puntos)
1) Fuerzas generalizadas O, y O, asociadas al potencial U .
2) Ecuaciones de Lagrange del movimiento.

3) Funcion de energia £ H(q,q,!), funcion de las variables generalizadas (¢,¢).
4) Una constante de movimiento.



B.- (3 puntos, 1.51.5)
Sise incorpora al sistema la ligadura (no holonoma) 4,4, - ¢,g,* k,conk+ 0,

8) Nuevas ecuaciones de Lagrange del movimiento usando el método de los
multiplicadores de Lagrange ( notarlos como 1 ).

9) Para la funcion F obtenida en 3), evaluar en este caso £: dE/d .



1 diU WU

Q1'_ - —--ql

' H dtig, g,

1)Aplicando la definicion [

DQ:iOU_OU:_q

ﬁz dtdcjz 0q2 2

i diT 1T 1G4 g0

2)Por la ecuaciones de Euler-Lagrange: ——- —: -

.
J z ]
dtde aqj M2+%'O
Observar que el término ¢ (¢,9,+ 4,4,) es de la forma Cil—lj: %a (9,9,)

L 1,
3)De la definicion: H(g,9): qﬁ-k E= 204+ d) (g 4)

H
4) Como aa_z: 0, E= cte.



Nota: también son constantes

0,9,- 4.9, » ¥ (¢;t ¢;) para j= 1,2.(s0lo dos constantes estan en involucion).

0o 0L .

;Pl-ﬁ-%‘a%
° T

2P T 4,704,

= 04,

| |

6) Con 5), H(g.p)= Sl (p+0 )’ ((p,ta 611)2]+5(qf+ 9, )

. 0H Ug=ptig, . IH @p1:'ap2'(l+a2)%
7) q]" + y pj-- ?

ip, 0¢,7 p,t0g, 0g, p,=-0p- (107,

8) Solo hay un multiplicador de Lagrange (se considera la ligadura anholonoma

tipo ) B,(4.0)4,~ B,()= Oconr= 1y B, = k. ) se tiene:



Yit g
d 0L_ 0L: i . D% q,- I q, junto cong = q,4.- g, k= 0

) b .
a’tdqj dqj aqj 19,1 4,7 -l ¢

9) Con E de 1) y con las ecuaciones de 8).

dE VE. VE.. . -
— =gt =g 94, 00,1 46,7 06,7 19~ 44,) |F 1k E
dt 1q = g

¢, Puede resolverse el sistema de ecuaciones en los casos con
y sin ligadura?



Ejercicio 2 (Una hora)
El sistema lagrangiano correspondiente a una particula puntual de masa 7 y carga ¢ que se mueve

bajo la accion de su peso y de un campo magnético uniforme  B: Bolg = (m | q)lg , tiene por
Lagrangiana

L- %m(f” P00t ) mgzt %mQ rto

usando coordenadas cilindricas como coordenadas generalizadas ¢ (r,0,z) . Sepide

T




A.- (6 puntos, 1.5 puntos cada apartado)
1) Momentos canonicos p,sp, ¥ P..

2) Hamiltoniana del sistema H(q, p).
3) Dos constantes del movimiento, dadas en funcion de las variables generalizadas (q,4) .
4) Plantear la ecuacion de Hamilton-Jacobi para la accion S(r,0 ,z,¢) usando el método de separacion

B.- (4 puntos)
5) Probar que la la ecuacion para la variable radial adopta la forma m#+ a/r’ + br= 0y
y darel valordeay b. (2 puntos)

6) Estudiar la estabilidad del punto de equilibrio de esta ecuacion (trazar el diagrama de
fases aproximado)

7) Variable de accién /, asociadaa ¢ -sise impone la ligadura z = 0 (Z = 0)-




Op, = mr
()L D 2 *
1) Los tres momentos candnicos: son p;= — - 0p, = mr' (9 +Q/2)
’ 0p. = mz

2
2) De la definicion: H(q, p)= pl§- L- ZL(I?F2+ P p—ﬁ)+ mgz + %mQ - %Q P,
m r

como:a—H= 00 E=H(qq)- lm(i;2 b 22 %)t mgz s a0 . (cte.)
_ 0¢ 2
3) Dos constantes:

y ¢ es ciclica: p, = mr*(@ %) =0, (cte)

También
0, pi/(2m)t mgz y 0,2 po/(2m)d pq)2 (2mr*)+ ml *r* /8
son constantes del movimiento facilmente identificables,el problema es de fisica elemental.




as as 1 (asy [(asy 1(asy mQ'r 850 &s
H(g—.1)+—=0—— —J - —J +—| — | |+megz+ - =—

éqg @t am |\ & =) rlas 8 ap 2  at
4) Basta dar: con S =—af +ap+W(r,z):
1 |(ewY [aw) of 1 .. 0
+ J +— [+t mgz +—ml)r ——a, = a,
2m cr o= » 8 2

aunque también puede ponerse S =—a,t+a,¢+W (r)+W,(z) pues el problema es de variables
separables (obviamente el problema es resoluble).

5) De las ecuaciones del movimiento para r y con la conservacion de Z;

) ! P’
?r=_=_ .
clp i a=——+
N d I " (la posicidn de equilibrio es estable, r(t) periddicas )
2 1 .
F?ﬁ 1 b=—mQ)
p =mr=————mir L 4
r o4




?} Dado que Py es constante, y hay soluciones periddicas para r(t) en el movimiento restringido (al

plano z=0) tiene sentido definir variables de accion f_,, el .

-

Jq aydg = Py
0

1 l
L= bp =gy

8) Por construccion de la teoria de Hamilton-Jacobi: H(Q.P.t)= 0.




1 Ejemplos.
Determinad la Hamiltoniana y las ecuaciones de Hamilton de los
siguientes sistemas:

A

R
a) Péndulo simple %‘ Mg

%
Pra
-

v

b) Particula relativista con Lagrangiana L =—mc?+1- %% /c? —U (X)
z

A

¢‘\R\lg

h = hy(L+ £cos(at)). | [0

c) Péndulo con excitacion paramétrica

d) Péndulo simple contenido en un plano que rota alrededor del eje
vertical con velocidad angular constante.

| Y




a) Péndulo simple

ZA

R’Mg H (6,

2
g
-

L =1 MR?0? - RMg (1-cos9),

oL

- — = MR?9,
P 00

p) = E|9(p0) —L-p®+RMg(l-cosb),

aH p dp oH

dt

op MR®' dt 00

=———=—-RMgsin g,

b) Particula relativista con Lagrangiana L = —mc?+1— %% /¢c? —U (X)

oL mX

p=—-=
X J1-x2/

E(X,X)= xa—L— L=
OX

H(x p)=E|, ,

- Luw),

J1-%%/c?

=mc? 1+ (p/ mc)? +U (),

2 1+(p/mc)2’

- |

(dx oH (p/m)
dt  op J1+(p/mc)’
dp 6H AU

dt ox ox



c) Péndulo con excitacion paramétrica
Z

+<\R\ lg —mgq(—Rcose),
o oL 2 : :
=1+ scos(at)). | |0 p—ﬁ_m(R 0 — ewh,Rsin Osin(at)),
> X N ) .
0= +—¢h, sin dsin(t),
‘ mRZ R 0 ( )

E= (ép —%m(Rﬂéz — 2swh,ROsin esin(a)t))— mgR cose)‘

o
0

2
H(, p,t)=im (m_pR + weh, sin Qsin(a)t)j —mgRcos g,

-

p_oH __p
op mR
oH

: +%ghosin gsin(at),

00 mR

L =1m(R*6” + (cah SN’ (at) - 2e0h,ROsin sin(at)

p=———=-m (l +weh, sin esin(a)t)ja)gho cos@sin(wt) —mgRsin 4,



d) Péndulo simple contenido en un plano que rota alrededor del eje
vertical con velocidad angular constante.

Coordenada generalizada: = 6, F = Rsiné(i coswt+ j sinwt) + kR cos 6,

| L=T —mgz = :m(R%*&* + »’R*sin*d) —mgR(}—cos ),
Ty

/40{ L = $mR?6* + L mw’R?sin’d + mgRcos b,
X Frecuencia de oscilacion

L :/mR/2 (%672 +10’sin’0 + )} COS@), W, = \/% = de péndulo (angulo

pequeno)

t) ok
Principio de Hamilton: §S = 5(_[ Ldt] = [nRzé[_[(% 0’ +iw’sin’0 + &} cosﬁ)dtj =

4
p_gz_é E(0,0)=10° -1 0’sin*6 — af cosé,

é_aH _p,

: 0
H(6,p)=1p’ —L1e’sin’d —afcosd,| W P
. coH ) . ) .
pz—gza) sin(26) — w; sin 6,




] Ejercicio.
Determinad la Lagrangiana de un sistema con Hamiltoniana:

H(g,p)=1p°-a’p+1q’

. 8H 2 . 2
q=—=p-0,=— p=0q+q,
op

L(a,09)=(qp—H)| . =3(4+0*)* -1’

p=(+q°



Estudio del sistema Hamiltoniano H(q, p)

[ dg oH

dt op’

J dp oH
a
q(to):%’ p(to):po’

H(q, p) = const.

q(t)]

X“):(pa)

—

dx (0 1
d (-1 0

|

l(to) =X

1 Puntos de equilibrio (singulares o criticos):

Xe = qe a_H — a_H _ O,
pe ap Xe aq Xe
En los puntos de equilibrio: ] =0, dp =0, = X(t)=x = G
dt dt P,

%o
Po

|

=J-VH,

] .



1 Estabilidad de un punto de equilibrio. Definicion:

Un punto de equilibrio X, se dice que es estable si paratodo ¢>0

existe un 5(g) >0 tal que para todo X, que verifique |[X, — X,||<J, la
solucion X(t), con condicién inicial X, , satisface para todo t>t, la

desigualdad Hx(t) X, || < &

P s

QV



1 Teorema de Lagrange (estabilidad de un punto de equilibrio)

Si la posicion de equilibrio X, es un extremo estricto (maximo o minimo)
de H(qg, p), entonces dicha posicion es de equilibrio estable.

Sea H(q,,p,)=h.Para ¢>0 , suficientemente pequefio, y
suponiendo que el extremo estricto es un minimo, la componente
conexa del conjunto {x: H(q, p) <h+¢} conteniendoa X, sera
un entorno arbitrariamente pequeno de X,. Dicha region es
invariante durante el movimiento del sistema ya que H(g, p) es una
integral primera. Por lo tanto, una condicion inicial, X,, proxima a X, ,
dara lugar a una trayectoria en el espacio de fases que se mantiene
todo el tiempo proxima a X, .

7 z=H(q, p)

A

Zz=h+¢

: H(g, p)<h+¢}



1 Comportamiento del flujo de fase en el entorno de los puntos
de equilibrio.

H(a, p)—H(q. p.) =
:E(a H(qe’pe) (q_qe)2+6 H(qe’pe)(p_ pe)2+28 H(qe’pe) (q_qe)(p_ pe)j:

2 og? op’ opaq
0*H(q,,p.) 0°H(q,,p,)
1 og° apaq
=S (x-x) A-(x-x), A= 7 z ’
2 0°H(q,, p,) 9°H(q,.p,)
opoq op°

2
A=detp =1 (@) IH(@.p) (H(@.P.) |
op? o9’ opaq ’

) . A <O
) A>0 p \\/
H = const. % H = const.
7 PUERTO
CENTRO »/\\

[
»

q g

»
»




Caso particular: L=2G"-U(q), ™ H =1p®+U(q),
. OH oH -
Extremosde H: — =p =0, =0, _\yr _ _ Minimos o
op P = P O Ui@.)=0=a=q., méaximos de U: (U"(q,) #0,)

H(q,p)-H,=1p>+3U,(q-q,)’

U/<0, maxdeU; H no es extremo estricto !

Linealizacion ec. Hamilton

p F» 1p*+1U,."(q—q,)* = const H 8H
- . =, n_ O _U "
‘ \\_/‘__7'__———""_—:7 p= * \V -U e (q - qe)i 4= &p =P P ( )

’,KK ] G=-U."(9-q.), |=q= Aexp( j+Bexp( )

= p=Ay-U, exp( \/Tj exp( )

U/(g.) >0, mindeU;Hsies extremo estricto !

P ‘ — $p*+3U."(d-q.)* = const
SN q = = Asin(at +¢), p=wAcos(wt+ @),
U

/4
w=+/U

e



Comportamiento global de la solucién
U A

C

o N g
Ub-----i-:-r """" b M I i~ : :
o Lo Lo
'L 1 1 1 ] 1
I I IO 8 BN U SO S S /.

U g S s et s s o DA q
v,/ B R H R

H=1p®+U(q)=cte

SN cay L
A\




Péndulo simple: Estudiad cualitativamente el entorno
de los puntos de equilibrio.

. oL . H=2ip®-afcosd,
L=16+alcosl, w,=, >, p=—x=0,
, ? ° VR 00 U = —a? cosb,
H(p,0)=H(p,0+2x), VO, = —-rn<0<nr,
R
R/-Mg U'=w;sind, U'=ajcosd, = 0=0, mindeU; O=+z, maxdeU;
2 > X
U/,

/N /\




1 Péndulo simple contenido en un plano que rota alrededor del eje
vertical con velocidad angular constante: estudiar la estabilidad
de los puntos de equilibrio, flujo de fase, etc, en funcion del
pardmetro w/ w, , siendo @, =+/g/R .

H(0,p)=1p°-1w°sin’0 — ) cosd =1 p* +U(6),

U'=-1w’sin(20)+ & sind, U"=-w’cos(29)+ w; cosb,
2

—>»

U'=0,=> a)j(l—w—zcose)sine =0, =60,,0,=0+1r,
Wy

0., =arccos(aw) | 0°) (af < @),

U"6,)=-0o"+a;, = o >ao(min), of <o’ (max)inestable

4
. [0 .
U"(8.,) <0, = max inestable,U"(4.,) =( —a)—j) w° >0, f <’ (min)estable
o _ 2 2
L o 0 U / w;
3/4 0, estable
1
Z—:,
-1 3/2
2
0

-7 -3 0 3 n 0 0.5 L/ wl5 2 2.5






1 Tipos de funciones generatriz: pdq PdQ =dF,
a) Tipo 1: F =F,(q,Q), pdg—PdQ = qldq al:1dQ

oQ
oF(q, ok
= 12@ p—— ;qQQ) » 9@ PQP)
b) Tipo 2: F =F,(q,P)—-QP, pdq- PdQ— qu @dP QdP — PdQ,
aq oP
_R@P)  §_R(GP)
" Q= = » J(Q.P), p(Q,P)

c)Tipo3: F =F,(Q,p)—ap, pdg—PdQ= Q3dQ —p3dp qdp — pda,

oR(Q, p) oR(Q, p)
:_—1 P:_—1 1P ’ 1P y
q o 0 ®» d(Q.P), p(Q,P)

d) Tipo4: F =F,(p, P)+qp QP,
pdg — PdQ = 4dp+a“dP+qdp+pdq—QdP—PdQ,

op oP
qg=-FlPP) o _R(P) [ q@Q,P). pQ.P)

o oP




TRANSFORMACIONES CANONICAS:

Sea un sistema con Hamiltoniana H(q, p,t), y las correspondientes
ecuaciones canonicas oH

PGLs B, |
"op, ! ag;
1 La transformacion de variables Q; =Q;(q,p,t), P, =P;(q,p,t), se dice
gue es canonica si las ecuaciones del movimiento en las nuevas

variables se pueden escribir de la forma
: oH' : oH'
Qj - P

= , P.=- , J=1...,n,
oP, ‘ oQ;

para cierta funcion H'(Q, P,t).
1 T2 Una transformacion es canodnica si y solo si los corchetes de

Poisson de las funciones Q;, P; verifican:

[Q:Q]=0. [P.R]=0, [Q;R]=d}

1 Cuando la transformacion candnica es independiente del tiempo, la

nueva Hamiltonianaes H'(Q,P,t) =H(q, p,t)‘(q’p)ﬁ(Q,P) .

j=1...,n.

"1 El corchete de Poisson de dos funciones U, V, de las variable
canonicas y del tiempo, es independiente de las variables candnicas

utilizadas: Z( ou v au ov J_Z( u ov._ou ov j—[u v]
7\ 0q; op;  op; aq; 7\ 0Q; P 0P Q;




Funcidon generatriz de una transformacion canonica

1 La aplicacion del Principio de Hamilton ante una transformacion
canonica nos lleva a:

> p,dg, —Hdt =) P,dQ, — Hdt +dF.

j | _
Un calculo analogo al efectuado para un grado de libertad nos conduce
a los siguientes cuatro tipos basicos de funcion generatriz:

a) Tipo 1:F = F,(q,Q,1), |p,=22@RY p_ HGQY

a X
b) Tipo 2. F =F,(q,P,t)- > Q;P;, j:f?Fz(q,P,t), Qj:an(CLP’t),
j - H
- oF Q. p.t) o/ Q. p.1)
c)Tipo3: F=F(Q,p,t)- .. =__3 . P=-"23 ’
3(Q p ) Zj:quj qj 8pj i aQJ
. oF,(p, P,t oF,(p,P,t
d) Tipo 4: F:F4(p,P,t)+Z(quj—Qij), q; =-— 4(; ), Q, = 4(;:3 ),
j P; j
» (T 12,34
= p , U=1254.

(6.p)>(Q.P) 17
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