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CAPÍTULO 1 Cinemátia de una partíula
1.1. Posiiones, veloidades y aeleraionesUna partíula material es un objeto uyas dimen-
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Figura 1.1: Trayetoria de la partíula
P desrita mediante su vetor de posi-ión r(t) respeto de un triedro.

siones son pequeñas omparadas on las distanias quereorre en su movimiento. Se trata de una aproxima-ión en la que onsideramos solamente los movimien-tos de traslaión de los objetos, que son araterizadosomo puntos de masa m. Su posiión en el espaio sedetermina mediante un punto geométrio y por lo tan-to por un vetor respeto de un triedro de referenia
S(O,X, Y,Z) de origen O omo se observa en la Fig.1.1.Sus oordenadas (x(t), y(t), z(t)) ambian en el ursodel tiempo a medida que se desplaza y podemos des-ribir la trayetoria de diho punto, es deir, el lugargeométrio de los puntos del espaio por los que pasa,mediante un vetor de posiión r(t), que representa la posiión de la partíula en ada instante,

r(t) = x(t) i + y(t) j + z(t)k.Obtenemos el vetor veloidad v(t) a partir de este vetor derivando respeto del tiempo,
v = ĺım

∆t→0

r(t + ∆t) − r(t)

∆t
= ĺım

∆t→0

∆r

∆t
=

dr

dtAl efetuar la derivaión respeto de un triedro S �jo, uya posiión permanee invariable enel tiempo se toman los vetores unitarios (i, j,k) onstantes por lo que tendremos,
v =

dx

dt
i +

dy

dt
j +

dz

dt
k1



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madriddonde ẋ(t) = dx/dt, ẏ(t) = dy/dt y ż(t) = dz/dt serán las omponentes del vetor veloidada lo largo de ada eje.Si introduimos el aro ∆s pequeño de la urva (trayetoria) que reorre la partíula duranteel tiempo ∆t (Fig. 1.2) resulta,
∆r

∆t
=

∆r

| ∆r | ×
| ∆r |
∆s

× ∆s

∆t
,En el límite ∆t → 0 tendremos ∆s/∆t → |v|, que es    

∆r(t)
r

∆S

r(to)

r(t +∆t)o

Figura 1.2: Aro ∆s de la trayetoriade la partíula.
el módulo del vetor veloidad y ∆r/|∆r| → τ , que esun vetor unitario (|τ | = 1) tangente a la trayetoria
r(t) en todo instante.

v = τ × 1 × |v| → v = v τLa aeleraión de la partíula se alula derivando denuevo el vetor veloidad v(t) respeto del tiempo,
a = ĺım

∆t→0

∆v

∆t
= ẍ i + ÿ j + z̈ ky también podemos obtenerla a partir del vetor v = v(t) τ ,

∆θ

∆θ

o )(tnρ

C

   

(to)τ
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(to)

τ
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τ

Figura 1.3: Angulo ∆θ que rota alrede-dor del punto C el vetor unitario tan-gente τ (t) durante el pequeño intervalode tiempo ∆t .

a(t) =
dv

dt
=

dv

dt
τ + v(t)

dτ

dtdonde neesitamos alular la derivada del vetor tan-gente respeto del tiempo,
dτ

dt
= ĺım

∆t→0

∆τ

∆tPuesto que τ tiene longitud onstante (es unitario) enel urso del movimiento ambia de direión y sentido.Como india la Figura 1.3, durante un tiempo ∆t pe-queño podemos onsiderar que gira un ángulo ∆θ demodo que el vetor diferenia ∆τ en el límite ∆t → 0apuntará en la direión de la normal a la trayetoriay tendremos,
dτ

dt
= ĺım

∆t→0

∆τ

∆θ
× ∆θ

∆s
× ∆s

∆tsiendo ∆θ el ángulo entre τ (to) y τ (∆t + to), luego ∆τ/∆θ es aproximadamente un versor
n(to) normal a τ (to), ontenido en el plano límite de�nido por τ (to) y τ (to +∆t) y que apuntahaia la onavidad de la urva. Además, el vetor τ y su derivada han de ser prependiularespuesto que si derivamos,2
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τ · τ = 1 ⇒ τ · dτ

dt
= 0En el límite ∆t → 0 tendremos,

dτ

dt
= ĺım

∆t→0

∆τ

∆t
→ v

ρ
n(t)y resulta �nalmente,

a =
dv

dt
τ +

v2

ρ
n (1.1)El primer sumando orresponde a la omponente tangenial aτ = (dv/dt) τ del vetor aele-raión y el segundo es la aeleraión entrípeta an = (v2/ρ)n o normal siendo ρ el radio deurvatura de la trayetoria1. Diha antidad ρ es una araterístia geométria de la trayetoriaque orresponde al límite uando ∆s → 0 del oiente ∆s/∆θ.

1

ρ
= ĺım

∆s→0

∆θ

∆sSi multipliamos la euaión anterior para la aeleraion vetorialmente por v en amboslados podemos despejar ρ = v3/ | a∧v | y, omo vemos, el valor de ρ es en general diferente enada punto de la trayetoria ya que depende de la veloidad y aeleraión en ada punto de lamisma. Obviamente, si el movimiento es irular el radio de urvatura es igual al radio (ρ = R)de la irunferenia que desribe la partíula y si la trayetoria es una reta (ρ = ∞) no existiráaeleraión normal. Cuando a = 0 el movimiento es retilíneo y uniforme, resultando retilíneoy aelerado uando at 6= 0 y an = 0. Si la aeleraión tangenial es nula (at = 0) y an 6= 0 elmovimiento será urvilíneo y la trayetoria será un írulo (o una hélie de radio ρ) si además
|an| es onstante.1.2. Movimiento irularAnalizaremos el aso senillo de una partíula P

(t)

(t)

(t)rC

P

ω

v

Figura 1.4: Movimiento irular.
que se mueve sobre un plano desribiendo una irun-ferenia de radio onstante R = |r(t)| omo se muestrala Figura 1.4. En todo instante de tiempo su posi-ión r(t) y veloidad v(t) estarán ontenidas en dihoplano, siendo esta última tangente al írulo de radio
R y perpendiular al vetor r(t) omo muestra la Fig.1.4.Podemos introduir el vetor veloidad angular ω(t)perpendiular al plano formado por r(t) y v(t) de mo-do que,

v(t) = ω(t) ∧ r(t) (1.2)1Puede onsultarse la seión 5.8, pags. 104 y 105 del Vol I de la Ref. [1℄. 3



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridy si derivamos de nuevo la E. 1.2 respeto del tiempo obtenemos para la aeleraión,
a(t) =

dω

dt
∧ r(t) + ω(t) ∧ dr

dt

a(t) =
dω

dt
∧ r(t) + ω(t) ∧ [ω(t) ∧ r(t)] (1.3)La posiión de la partíula P puede desribirse omo r(t) = Rur empleando un versor unita-rio n = −ur que es perpendiular a la trayetoria de P y que apunta a lo largo de la normalexterior 2. Puesto que la veloidad es también v(t) = v(t) τ y en este aso el vetor tangentees justamente el vetor τ = uθ resulta,

v(t) = v(t) τ = ω(t) ∧ [Rur(t)]y �jando la direión del vetor ω(t) paralela a la del versor k = ω(t)/|ω(t)| resulta,
|ω(t)| = v(t)/R.Los tres vetores unitarios (ur,uθ, k) forman un triedro omo se observa en la Fig. 1.5 quesatisfae,

ur ∧ uθ = k uθ ∧ k = ur k ∧ ur = uθTanto la veloidad omo la aeleraión del movimiento irular pueden expresarse empleandoestos vetores que omo vemos en la Fig. 1.5 son,
ur = cos θ i + senθ j y uθ = −senθ i + cosθ j (1.4)que guardan entre sí las siguientes relaiones,

X

Z

θ
Y

k

u r

u θFigura 1.5: Triedro formado por los vetores(ur,uθ, k).
dur

dθ
= uθ

duθ

dθ
= −urPuesto que r(t) = Rur y θ(t) ambian on eltiempo al derivar resulta,

v(t) =
d

dt
[Rur(θ)] = R

dur

dθ

dθ

dt
= R θ̇ uθ (1.5)y para la aeleraión,

a(t) =
d

dt
[R θ̇ uθ] = R

dθ̇

dt
uθ + R θ̇

duθ

dt
= R θ̈ uθ − Rθ̇2 ur (1.6)Las aeleraión entrípeta ac = −Rθ̇2 ur apunta haia el origen C de la irunferenia de laFig. 1.5. Puede omprobarse que se obtiene el mismo resultado introduiendo en las Es. 1.2y 1.3 los vetores veloidad y aeleraión angulares,2Este vetor esta de�nido en la pag. 86 de la seión omplementos y también puede onsultarse la seión3.4, pags. 94-97 de la Ref. [2℄.4
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ω(t) = θ̇ k y dω

dt
= θ̈ k.y el sentido θ̇(t) > 0 orresponde al del ángulo θ(t) reiente omo observa en la Fig. 1.5.Por último hay que subrayar que si empleamos el vetor normal n = −ur omo en el movi-miento irular uθ = τ tendríamos un ambio de signo,

dτ

dθ
= n y,

dn

dθ
= −τ (1.7)on lo que la aeleraión resulta ser a(t) = R θ̈ τ +Rθ̇2 n que es el mismo vetor que obtuvimosanteriormente.1.3. Movimiento en un planoComo se muestra en la Fig. 1.6 podemos gene-

Z

r(t)

(t)θ

u r

u θ

YX

PFigura 1.6: Movimiento general de la partí-ula P uya trayetoria esta ontenida en unplano.
ralizar lo anterior para el movimiento de una par-tíula P que se mueve en un plano desribiendouna trayetoria arbitraria.Puesto que la trayetoria se enuentra ontenidaen el plano (X,Y ), siempre podemos desompo-ner el vetor veloidad v(t) en sus omponentesparalela y perpendiular a la direión del ver-sor ur. Hay que subrayar que en general el vetortangente τ a la trayetoria de P no será siem-pre paralelo a uθ omo en el movimiento irularanterior.Como se observa en la Fig. 1.7 la veloidad v(t), paralela al vetor tangente t a la trayetoria,puede desomponerse en su proyeión vr a lo largo del versor ur y su proyeión vθ a lo largode la reta AB paralela al vetor unitario uθ.Tomando la distania al origen r(t) tendremos el vetor de posiión r(t) = r(t)ur y siendo
θ(t) el ángulo que forma r(t) on el eje X, derivando respeto del tiempo empleando las Es.1.7,

v(t) =
d

dt
[r(t)ur] =

dr

dt
ur + r(t)

dur

dt

v(t) = ṙ ur + r(t)
dur

dθ

dθ

dt
= ṙ ur + r θ̇ uθPodemos desomponer el vetor veloidad v(t) = vr +vθ en sus omponentes radial vr = ṙ ury angular vθ = r θ̇ uθ,

v(t) = ṙ ur + r θ̇ uθ (1.8)5



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de MadridPara la aeleraión, derivando de nuevo esta expresión,
a(t) = r̈ ur + ṙ

dur

dt
+ ṙ θ̇ uθ + r θ̈ uθ + r θ̇

duθ

dtresulta,
a(t) = (r̈ − r θ̇2)ur + (r θ̈ + 2 ṙ θ̇)uθ (1.9)uando r(t) = R es onstante (ṙ = r̈ = 0) reu-

v

u θ
u r

X

Y

r(t)

P

A

B

v r v θ

(t)θFigura 1.7: Componentes vr y vθ de la ve-loidad de P .

peramos la veloidad (E. 1.5) y aeleraión (E.1.6) del movimiento irular. Puesto que ur y uθson siempre ortogonales, la energía inétia de Pes,
Ec =

m v2

2
=

m

2

(
ṙ2 + r2 θ̇2

)

6



CAPÍTULO 2 Movimiento relativo
Hemos onsiderado el movimiento de un punto P

rp(t)

Y

Z

O

Z’ 

Y’

X’ 

O’

r’p(t)

P

oo’r

S’

X

S

Figura 2.1: La partíula P se mueve res-peto de dos triedros S y S'.

respeto de un triedro S(O,X, Y,Z) pero la trayeto-ria de una misma partíula puede ser desrita desdediferentes sistemas oordenados que se enuentran enmovimiento a su vez unos respeto de otros. Nuestroobjetivo ahora es enontrar expresiones que relaionenlas omponentes de la veloidad y aeleraión respetode dos triedros oordenados en movimiento relativo.En la Fig. 2.1 una partíula P se mueve respe-to de dos triedros S(O,X, Y,Z) y S′(O′,X ′, Y ′, Z ′).Como muestra la Figura 2.1 su trayetoria 1 vendríadesrita por la evoluión en el tiempo de los vetoresde posiión r(t) = x(t) i + y(t) j + z(t)k respeto deltriedro S y r′(t) = x′(t) i′ + y′(t) j′ + z′(t)k′ respetode S′.Para un observador en S los vetores unitarios (i, j,k) permanenen onstantes en el tiempomientras que (i′, j′,k′) ambian. La situaión inversa se da para un observador que se mueveon S′. Las veloidades v(t) = dr/dt de la partíula P en S y v′(t) = dr′/dt en S′ serán engeneral diferentes (vease la Fig. 2.1) lo mismo que las aeleraiones a(t) y a′(t).En ambio, para ambos observadores en S y S′ permaneerán inalteradas las longitudes (mó-dulos) de los vetores. Como se desprende de la �gura 2.2, las omponentes del vetor Labque une dos puntos ualesquiera del espaio a y b son diferentes respeto de ambos sistemasoordenados,
Lab = (xb − xa) i + (yb − ya) j + (zb − za)k = (x′

b − x′
a) i

′ + (y′b − y′a) j
′ + (z′b − z′a)k

′.Por el ontrario, es igual en ambos triedros el módulo del vetor |Lab|, que representa ladistania entre dihos puntos.1Para este apartado puede onsultarse la seión 7.2, pags. 275-282 de la Ref. [2℄7



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madrid2.1. Derivada de un vetorEn general, la derivada respeto del tiempo
rb

ra

X

Z

O
Y

Z’ 

O’

a b

S’

Lab

r’a

r’b

X’ 

Y’

S

roo’Figura 2.2: El vetor Lab respeto de lostriedros S y S′ .

de un vetor ualquiera q(t) en dos triedros enmovimiento relativo S y S′ es diferente,
(

dq

dt

)

S

6=
(

dq

dt

)

S′Si derivamos el vetor q(t) = qx′(t) i′ + qy′(t) j′ +
qz′(t)k

′ en el triedro S donde (i′, j′,k′) varían enel tiempo tendremos,
(

dq

dt

)

S

=
dqx′

dt
i′ +

dqy′

dt
j′ +

dqz′

dt
k′ +

+ qx′

(
di′

dt

)

S

+ qy′

(
dj′

dt

)

S

+ qz′

(
dk′

dt

)

S

(2.1)Los primeros tres sumandos son iguales a (dq/dt)S′ que es la derivada temporal de q(t) man-teniendo onstantes los vetores (i′, j′,k′). Para alular las derivadas que nos faltan respetodel tiempo de los vetores unitarios (i′, j′,k′) en S podemos esribir 2,
(

di′

dt

)

S

= a11 i′ + a12 j′ + a13 k′

(
dj′

dt

)

S

= a21 i′ + a22 j′ + a23 k′ (2.2)
(

dk′

dt

)

S

= a31 i′ + a32 j′ + a33 k′donde hemos de determinar los seis oe�ientes a11, a12, . . . , a33. Puesto que i′ · i′ = 1 en todoinstante de tiempo, si derivamos respeto del tiempo,
d

dt
(i′ · i′) = 0 =⇒ di′

dt
· i′ = 0y en onseuenia a11 = 0 y repitiendo el mismo argumento para j′ y k′ tendremos a11 =

a22 = a33 = 0. Además siempre se tiene i′ · k′ = 0 luego,
d

dt
(i′ · k′) = 0 =⇒ di′

dt
· k′ = −i′ · dk′

dtde modo que en las Es. 2.2 ha de tenerse que a13 = −a31, y siguiendo la misma argumentaiónpara los produtos esalares i′ · j′ = 0 y j′ · k′ = 0 se obtiene a12 = −a21 y a23 = −a32. Sólo2Véase la seión 7.2, pag. 279 de la Ref. [2℄8



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Iquedan entones en las Es. 2.2 tres antidades independientes, a23, a31 y a12. Finalmente, siintroduimos un vetor Ω = Ωx′ i′ + Ωy′ j′ + Ωz′ k
′ donde,

Ωx′ = a23 Ωy′ = a31 Ωz′ = a12las euaiones 2.2 pueden esribirse de forma ompata,
(

di′

dt

)

S

= Ω ∧ i′
(

dj′

dt

)

S

= Ω ∧ j′
(

dk′

dt

)

S

= Ω ∧ k′y sustituyendo estas expresiones en la E. 2.1 llegamos �nalmente a la relaión general,
(

dq

dt

)

S

=

(
dq

dt

)

S′

+ Ω ∧ q (2.3)El signi�ado físio de Ω = ΩS′S es justamente el de la veloidad angular del triedro S′respeto de S.Para la derivada (dq/dt)S′ del vetor q(t) = qx(t) i+qy(t) j+qz(t)k obtendríamos una euaiónsimétria de 2.3,
(

dq

dt

)

S′

=

(
dq

dt

)

S

+ ΩSS′ ∧ q (2.4)en donde evidentemente ΩSS′ = −ΩS′S.De la euaiones 2.3 y 2.4 podemos extraer algunas onseuenias, si partiularizamos q(t) = ΩS′Sen la E.2.3 tendremos,
(

dΩS′S

dt

)

S

=

(
dΩS′S

dt

)

S′

(2.5)Es deir, la aeleraión angular es la misma en ambos triedros. Si onsideramos tres sistemasoordenados S, S′ y S′′ apliando reiteradamente la E. 2.3,
ΩS′′S = ΩS′′S′ + ΩS′Sobtenemos una regla de adiión de las veloidades angulares relativas.2.2. Transformaión de veloidades y aeleraionesComo se dedue de la Fig. 2.1 siempre tendremos que rp(t) = ro′(t) + r′p(t) alulando suderivada temporal

(
drp

dt

)

S

=

(
dro′

dt

)

S

+

(
dr′p
dt

)

Sy empleando 2.3 haiendo q(t) = r′p(t), 9



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madrid
vp = vo′ +

(
dr′p
dt

)

S′

+ ΩS′S ∧ r′pen donde vo′ es la veloidad del origen O′ del triedro S′ respeto de S y v′
p = (dr′/dt)S′ laveloidad de P respeto de S′ y queda �nalmente,

vp = vo′ + v′
p + ΩS′S ∧ r′p (2.6)Esta última euaión relaiona las veloidades en S y S′ vp = v′

p + varr siendo el término
varr = vo′ + ΩS′S ∧ r′p denominado veloidad de arrastre.Podemos repetir el mismo proedimiento para alular ap(t) = (dvp/dt)S empleando de nuevola Eq. 2.3 on q(t) = v′

p(t),
ap =

(
dvo′

dt

)

S

+

(
dv′

p

dt

)

S

+
d

dt

(
ΩS′S ∧ r′p

)

ap = ao′ +

[(
dv′

p

dt

)

S′

+ ΩS′S ∧ v′
p

]
+

(
dΩS′S

dt

)

S

∧ r′p + ΩS′S ∧
(

dr′p
dt

)

Sy sustituyendo en el último sumando (dr′p/dt)S = (dr′p/dt)S′ + ΩS′S ∧ r′p queda �nalmente,
ap = ao′ + a′

p +

(
dΩS′S

dt

)

S

∧ r′p + 2ΩS′S ∧ v′
p + ΩS′S ∧ (ΩS′S ∧ r′p) (2.7)La aeleraión ao′ es la aeleraión del origen de S′ respeto de S y a′

p de del punto P en S′.Al término,
aarr = ao′ +

(
dΩS′S

dt

)

S

∧ r′p + ΩS′S ∧ (ΩS′S ∧ r′p)se le denomina aeleraión de arrastre y acor = 2ΩS′S ∧ v′
p es la aeleraión de Coriolisresultando entones,

ap = a′
p + acor + aarr2.3. ApliaionesLas euaiones 2.6 y 2.7 nos proporionan los vetores veloidad y aeleraión en un triedro

S que podemos esribir expresadas en sus omponentes en otro triedro S′ que se mueve respetodel primero. Veremos a ontinuaión dos ejempos ilustrativos.10



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia I2.3.1. Movimiento irularLas euaiones 1.5 y 1.6 para el movimiento de una partíula que gira on radio R onstantepueden obtenerse también omo una transformaión de veloidades y aeleraiones entre dostriedros oordenados.En la �gura 2.3 se muestran dos triedros on un origen omún (O ≡ O′) de modo que vo′ = 0y también ao′ = 0. El eje Z es paralelo a Z ′ y la veloidad angular relativa será ΩS′S = ΩS′Sk′que resulta ser siempre paralela además a ΩSS′.Un observador en S′ observa que la partíula P se enuentra en reposo, (v′
p = 0 y a′

p = 0) enel punto r′p = R i′ de modo que según la euaión 2.6 resulta simplemente,
vp = ΩS′S ∧ r′p = R ΩS′S (k′ ∧ i′)vp = (R ΩS′S) j′ (2.8)Empleando la E. 2.7 para las aeleraiones on ao′ = a′

p = v′
p = 0 tendremos,

ap =
dΩS′S

dt
∧ r′p + ΩS′S ∧ (ΩS′S ∧ r′p)La aeleraión angular se obtiene tomando la derivada de ΩS′S ,

dΩS′S

dt
=

dΩS′S

dt
k′ = Ω̇S′S k′ =

d2θ

dt2
k′por lo que sustituyendo los vetores orrespondientes,

ap = R Ω̇S′S(k′ ∧ i′) + R Ω2
S′S (k′ ∧ [k′ ∧ i′]) = R Ω̇S′S j′ − R Ω2

S′S i′ (2.9)La relaión entre las veloidades que nos pro-
S’
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Figura 2.3: Movimiento irular de una partíula
P en reposo en r′p = R i′ respeto de S′ que a suvez gira respeto del triedro S.

porionan las Es. 1.5 ó 2.8 puede observar-se en la Figura 2.3. Para un observador en eltriedro S que ve girar la partíula P el vetorveloidad, vp = R Ω̇S′S uθ, resulta ser igualal vetor vp = R ˙ΩS′S j′ que nos proporionala E. 2.6. Ambas expresiones orrespondenal mismo vetor vp puesto que
j′ = uθ = −sen θ i + cos θ j. La diferenia estriba que las omponentesde vp estan referidas al triedro S en el primeraso y a S′ en el otro.Podemos repetir la misma argumentaión para el vetor aeleraión ap que arroja la E. 2.9 yque obtuvimos en la E. 1.6. El vetor i′ resulta ser siempre igual a ur = cos θ i+ sen θ j y porlo tanto la aeleraión entrípeta ac = −(R Ω2

S′S) i′ resulta en todo instante paralela al vetornormal n que apunta haia el origen O. 11



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de MadridComo vemos, los vetores veloidad y aeleraión en S son los mismos siempre aunque puedenser expresados en sus omponentes a lo largo de los vetores unitarios (i, j,k) respeto deltriedro S o tambien en sus omponentes respeto de S′ empleando entones el triedro (i′, j′,k′).2.3.2. Movimiento de un sólido rígidoEn el apartado anterior onsideramos un triedro móvil S′ respeto del ual una partíulase enontraba en reposo. Este es también el aso de un sólido ideal indeformable (rígido) quees aquel en el que las distanias relativas entre sus α = 1, ...N partíulas no ambian en eltiempo. Si onsideramos un triedro S′ que se mueve on el sólido respeto del ual para todassus partíulas α se tiene que v′
α = a′

α = 0, empleando las Es. 2.6 y 2.7 tendremos,
vα = vo′ + ΩS′S ∧ r′α, aα = a0′ +

dΩS′S

dt
∧ r′α + ΩS′S ∧ (ΩS′S ∧ r′α)El movimiento del uerpo se ompone de una veloidad de traslaión vo′ omún para todoslos puntos y un giro on veloidad angular ΩS′S alrededor de un eje O′.Ejemplo: Vamos a onsiderar una barra |OA| que en

r 1

r 3

r 2

X
YO

Z

A

Ω

B

V
V

V1
2

3Figura 2.4: Movimiento de una barra
|OA|.

un ierto instante to gira sobre un plano on veloidadangular Ω = Ωk alrededor de su extremo omo seindia en la Fig. 2.4.Respeto del orígen O la veloidad angular Ω es lamisma para todos los puntos de la barra aunque laveloidad de ada partíula de la misma es diferente.En la �gura 2.4 se han dibujado sólamente los tres ve-tores v1,v2 y v3 orrespondientes a los puntos r1, r2y r3.No obstante, es evidente que para ada posiión rα alo largo de la barra |OA| existe un vetor veloidad vα = Ω ∧ rα uyo extremo se enontraráa lo largo de la reta a trazos |OB|. Es deir, la veloidad angular Ω del sólido es únia perono las veloidades vα de ada una de sus partíulas.Además, todas las veloidades respeto de S de ada punto del sólido se enuentran ligadas,si a r1 le sumamos y restamos el vetor r2 se tiene, r1 = r2 + r1 − r2 y entones,
v1 = Ω ∧ r1 = Ω ∧ r2 + Ω ∧ (r1 − r2) = v2 + Ω ∧ (r1 − r2)Como vemos las veloidades v1 y v2 de ambos puntos se enuentran relaionadas.Existe una únia veloidad angular Ω para todos las partíulas del sólido pero sus veloidades

vα respeto de S son diferentes. La veloidad angular del sólido Ω = ΩSS′ oinide on lade un triedro S′ que se mueve on el mismo y respeto del ual todas las partíulas α seenuentran en reposo. Las veloidades de dos partíulas ualesquiera situadas en los puntos
rα y rβ se enuentran relaionadadas mediante,

vα = vβ + Ω ∧ (rα − rβ)y onstituyen el denominado ampo de veloidades del sólido rígido.12



CAPÍTULO 3 Dinámia de una partíula
La inemátia estudia el movimiento de los uerpos sin preguntarse por las ausas delmismo. Las observaiones nos indian que el movimiento de un uerpo es el resultado de suinteraión on otros uerpos que le rodean y para desribir dihas interaiones introduimosel onepto de fuerza. La dinámia es el estudio de la relaión entre el movimiento de unuerpo y las ausas del mismo: Las fuerzas.3.1. Leyes de NewtonLa dinámia lásia esta fundamentada en las leyes del movimiento de Newton que puedenonsiderarse omo axiomas, es deir, generalizaiones que no tienen demostraión, fruto delanálisis de los movimientos que observamos de los uerpos y de la extrapolaión de dihasobservaiones. Su validez queda estableida en la medida en que los movimientos que prediense orresponden on los que observamos en la Naturaleza.La situaión físiamente más simple orresponde a una partíula aislada que es aquella queno interaiona on el resto del universo. Se trata de una idealizaión, y podremos onsiderarque una partíula está aislada, bien uando sus interaiones on las demás se anelan, o bienporque deaen on la distania y se enuentra muy alejada.1a Ley de Newton : Se postula la existenia de iertos triedros, que denominaremosineriales, respeto de los uales las partíulas aisladas tienen aeleraión nula, por loque su antidad de movimiento, de�nida omo el produto p = mpvp, es onstante (Leyde ineria).Respeto de un triedro inerial una partíula no sometida a ninguna fuerza se mueve onveloidad uniforme y retilínea, su veloidad vp es un vetor onstante en el tiempo. Comose dedue de las Es. 2.6 y 2.7 si un triedro S es inerial, ualquier otro S′ on ao′ = 0,

ΩS′S = 0 y dΩS′S/dt = 0 también es inerial, resultando iguales las aeleraiones ap = a′
p queexperimenta la partíula en ambos sistemas. Para las veloidades tendremos vp = vo′ + v′

p.13



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madrid2a Ley de Newton : Para una partíula no aislada se puede esribir en un triedroinerial ap = F/mp donde el vetor F llamado fuerza depende de la interaión de lapartíula on los objetos que se enuentran en su proximidad. El esalar mp > 0 es lamasa inerial de la partíula y tendremos,
F = mp

dvp

dt
(3.1)Si utilizamos la E. 2.7 enontramos que si S y S′ son dos triedros ineriales las aeleraiones�y por lo tanto la fuerza F� que se observa en ambos triedros son las mismas. La segunda leyde Newton también se puede enuniar asimismo de la forma,

F =
dp

dtEs deir, que la fuerza produe la variaión en el tiempo de la antidad de movimiento
p = mpvp de la partíula.3a Ley de Newton : Respeto de un triedro inerial, para una pareja de partíulasualesquiera i y j aisladas del resto del universo se observa que,

Fij = −Fjio equivalentemente miai + mjaj = 0 (Ley de aión y reaión).Si el sistema formado por las dos partíulas está aislado, la fuerza sobre una partíula esigual y opuesta a la que ejere la otra. Equivalentemente, podemos deir que la antidad demovimiento P = pi + pj del sistema aislado formado por las dos partíulas se onserva,
miai + mjaj =

d

dt
(pi + pj) =

dP

dt
= 0.3.2. FuerzasLa segunda ley de Newton (E. 3.1) nos proporiona una euaión diferenial uya soluión

rp(t) es la trayetoria de la partíula P . Para plantear diha euaión es preiso enontrarexpresiones matemátias para las interaiones entre las partíulas, es deir, funiones F(v, r, t)para las fuerzas que dependen de la veloidad v, la posiión r y el tiempo t. Además, paradeterminar exatamente la soluión orreta es preiso onoer la veloidad vp(to) y la posiión
rp(to) de la misma en un instante to dado. 1El estudio de las diferentes fuerzas que existen en el universo y la determinaión de susexpresiones matemátias es uno de los objetivos de la Físia. Brevemente vamos a desribir losdiferentes tipos de fuerza on que trabajaremos a lo largo del urso y que podemos lasi�aren tres grupos. Las interaiones o aiones a distania entre dos uerpos donde intervienenpropiedades fundamentales de la materia omo la masa o la arga elétria, las fuerzas ma-rosópias o de ontato, omo el rozamiento o las reaiones de apoyos, que son el resultadode las interaiones entre el gran número de partíulas (átomos) que omponen los uerposmateriales y �nalmente, las fuerzas de ineria que dependen del estado de movimiento delobservador.1Se desarrolla esta uestión mediante un ejemplo en la página 87.14



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia I3.2.1. Interaiones3.2.1.1. Campo gravitatorioComo se observa en la Fig. 3.1 entre dos masas puntuales m1 y m2 aparee una fuerza deatraión. La fuerza F12 que experimenta la partíula m2 debida a su interaión gravitatoriaon m1 viene dada por,
M1

M2r1

r2

F21

12F

Z

X YFigura 3.1: Interaión gravitato-ria entre dos masas m1 y m2.

F12 = −G
m1 m2

| r2 − r1 |2
(r2 − r1)

| r2 − r1 | (3.2)en donde el vetor u12 = (r2 − r1)/ | r2 − r1 | es un vetorunitario on origen en m1 en la direión de la reta queune a ambas partíulas.La onstante de gravitaión universal G en el sistema MKSvale, G ≃ 6,67×10−11N m2 kg−2. Evidentemente se tendrá
F12 = −F21 y la fuerza resultante sobre una partíulade masa mβ debida a un onjunto de masas mα donde
α = 1, . . . N es la suma vetorial de la fuerza que ejereada una de ellas individualmente.

Fβ =

N∑

α=1

Fβα =

N∑

α=1

−G
mα mβ

| rβ − rα |2
(rβ − rα)

| rβ − rα |Se de�ne el vetor intensidad del ampo gravitatorio fM (r) reado por la masa M omo lafuerza que ésta ejere sobre la unidad de masa situada en el punto r,
fM (r) = −G

M

| r− r1 |2
(r− r1)

| r− r1 | (3.3)y la fuerza sobre una masa m situada en el punto r será, FMm = m fM (r). Para un sistema de
α = 1, . . . N partíulas de masas Mα la intensidad de ampo gravitatorio en el punto r serála suma vetorial,

f(r) =
N∑

α=1

fα(r) =
N∑

α=1

(−G)
Mα

| r− rα |2
(r− rα)

| r− rα |En la expresión de ley de gravitaión apareen las masas gravitatorias m1 y m2 que �enprinípio� no tienen porqué ser iguales a las masas ineriales orrespondientes que apareenen la segunda ley de Newton (E. 3.1). Sin embargo, ningún experimento realizado hastala feha ha enontrado disrepania alguna entre ambos valores por lo que se onsideraránidéntios en el resto del texto.Para una masa m situada a una altura h sobre la super�ie de la tierra (de masa MT y radio
RT ) podemos haer una aproximaión tomando | r− rT |= h + RT y desarrollar en poteniasde h/RT ,

Fg = −G
m MT

| r− rT |2 = −G
m MT

R2
T

1

(1 + h/RT )2

Fg ≃ mg [1 − 2
h

RT
+ 3 (

h

RT
)2 − 4 (

h

RT
)3 + . . . ] 15



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madriden donde g = GMT /R2
T = 9,8m s−2 y podemos aproximar2 Fg = mg siempre que h/RT ≪ 1.3.2.1.2. Campo eletromagétioEntre dos argas elétrias q1 y q2 apareen fuerzas de la que es responsable la interaióneletromagnétia. La fuerza de Coulomb F12 que ejere la arga q1 sobre la q2 es atrativa(q1q2 < 0) o repulsiva (q1q2 > 0) dependiendo del signo de las argas (ver la Fig. 3.1 reempla-zando las masas m1 y m2 por las argas orrespondientes) que viene dada por,

F12 =
1

4πǫo

q1 q2

| r2 − r1 |2
(r2 − r1)

| r2 − r1 | (3.4)en donde ǫo > 0 es una onstante positiva y 1/4πǫo ≃ 9 × 109 N m2 C−2.Análogamente al ampo gravitatorio se de�ne el vetor ampo elétrio E(r) originado por laarga Q omo la fuerza que se ejere sobre la arga unidad en el punto r,
E(r) =

1

4πǫo

Q

| r − r1 |2
(r − r1)

| r − r1 | (3.5)de modo que la arga q situada en el punto r será FQq = q E(r). Para un onjunto de
α = 1, . . . , N argas tendremos omo para el ampo gravitatorio una suma vetorial,

E(r) =
N∑

α=1

Eα(r) =
1

4πǫo

N∑

α=1

Qα

| r − rα |2
(r − rα)

| r− rα |y la fuerza sobre la arga qβ situada en el punto r será F(r) = qβ E(r).Una arga q que se mueve on veloidad vq respeto de un ampo magnétio tambiénexperimenta una fuerza que viene dada por,
F = q (vq ∧B)donde B es el vetor induión magnétia que mide la intensidad del ampo. En esta expresiónla veloidad vq de la arga se mide respeto de un triedro en el que el ampo B permanee enreposo de modo que,

Fq = q [E + vq ∧B]es la fuerza que experimenta una arga q que se mueve en presenia de un ampo elétrio Ey otro magnétio B superpuestos y que se denomina fuerza de Lorentz.2Sobre los desarrollos en serie de potenias de una funión puede onsultarse la Pag. 89.16



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia I3.2.2. Fuerzas marosópias3.2.2.1. ReaionesLos uerpos de nuestro entorno interaionan a través las últimas apas de átomos queonstituyen sus super�ies exteriores. Cuando estas se enuentran lo su�ientemente próximasapareen fuerzas marosópias que resultan del promedio de las interaiones a nivel moleularentre los átomos de sus super�ies. Dihas fuerzas son de orto alane, es deir, disminuyenrápidamente on la distania de separaión y se denominan fuerzas de ontato puesto quepodemos onsiderar que sólo atúan sobre los uerpos marosópios uando sus super�iesestan en ontato físio.3.2.2.2. Fuerza de rozamientoLa fuerza de rozamiento o friión por deslizamiento es una fuerza de ontato que se oponeal movimento relativo de dos uerpos marosópios. Su direión se enuentra ontenida en elplano tangente a las super�ies en ontato y se veri�a experimentalmente que la magnitudsu módulo es FR = µ N donde N es la fuerza de reaión entre ambos uerpos. Cumple lassiguientes propiedades,No depende de la magitud de la super�ie de ontato, sino de la naturaleza de lassuper�ies.Es proporional a la reaión normal N entre ambos uerpos.Al oe�iente de proporionalidad µ se le denomina oe�iente de rozamientoLa direión de la fuerza de rozamiento FR será ontraria
F

R e = − µe N

M

Y

X

F
R e

F

N

Figura 3.2: Fuerza de rozamientoestátio.
a la veloidad v del uerpo,

Fr = −µ N
v

v
(3.6)Se emplea el oe�iente de rozamiento estátio µ = µeuando los dos uerpos en ontato se enuentran iniial-mente en reposo relativo y Fr representa la fuerza mínimaneesaria para ponerlos en movimiento 3.Si los uerpos se enuentran en movimiento se utiliza eloe�iente de rozamiento dinámio o inétio µ = µd uyo valor en general es menor queel estátio (µd < µe), y que representa la fuerza neesaria para mantener dihos uerpos enmovimiento uniforme relativo.Finalmente, un uerpo que se mueve on veloidad relativamente baja a través de un �uidoomo un gas o un líquido experimenta una fuerza de friión F proporional a su veloidadrelativa al medio,

F = −γ v (3.7)El oe�iente de proporionalidad γ > 0 depende de la forma del uerpo y del medio en quese mueve.3Puede onsultarse la seión 7.9, pags 170-173 Vol I de la Ref. [1℄ y la seión 2.4 pags. 32-33 de [2℄. 17



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madrid3.2.2.3. Fuerza de un muelleEl movimiento osilatorio sin rozamiento en una di-
Fm o= −K ( X−L  ) 

M

Y

XFigura 3.3: Fuerza de un muellesobre un bloque de masa M .
mensión de una partíula (por ejemplo el bloque que semuestra en la Fig. 3.3) unida a un muelle ideal se desribemediante la ley de Hooke,

Fm = −K (x − Lo)donde K se denomina onstante elástia y Lo es la longitudnatural del muelle que orresponde a la posiión x = Lodonde la fuerza es nula, resultando F > 0 para x < Lo y
F < 0 si x > Lo.La euaión de movimiento de la masa m es,

m
d2x

dt2
= −K (x − Lo) (3.8)y su movimiento será será osilatorio, su estudio detallado se efetuará en el apítulo 7.3.2.3. Fuerzas de ineriaSi onsideramos un triedro inerial S y otro S′ tales que su veloidad relativa vo′(t) noes onstante en el tiempo (y/o ΩS′S(t) 6= 0) tendremos Fp = mpap y empleando la E. 2.7resulta,

Fp = mp

[
a′

p + ao′ +

(
dΩS′S

dt

)

S

∧ r′p + 2ΩS′S ∧ v′
p + ΩS′S ∧ (ΩS′S ∧ r′p)

]Las fuerzas observadas sobre la partíula P en el sistema S′ serán F′
p = mpa

′
p despejando,

F′
p = Fp + FIen donde FI son las fuerzas de ineria,

FI = −mp

[
ao′ +

(
dΩS′S

dt

)

S

∧ r′p + 2ΩS′S ∧ v′
p + ΩS′S ∧ (ΩS′S ∧ r′p)

] (3.9)Las fuerzas de ineria dependen de la posiión r′p en S′ y del movimiento relativo entre ambostriedros y el término Fcor = −2mpΩS′S ∧ v′
p será la fuerza de Coriolis.La fuerza entrífuga Fc = −m [Ω∧ (Ω∧r′)] se dirige siempre en la direión perpendiularal vetor Ω. Si desomponemos la posiión r′ = r′⊥ + r′‖ de la partíula en sus omponentesperpendiular r′⊥ y paralela r′‖ a la veloidad angular Ω, puesto que Ω ∧ r′‖ = 0, la fuerzaentrífuga viene dada siempre por,

Fc = −m [Ω ∧ (Ω ∧ r′⊥)] = m Ω2 r′⊥
r′⊥
r′⊥

(3.10)Como se muestra el la Fig. 3.4, el vetor unitario r′⊥/r′⊥ apunta en la direión perpendiulara Ω on sentido haia afuera del eje de giro.18



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia ISi onsideramos el movimiento respeto de un triedro de referenia S′ no inerial en la segundaley de Newton (E. 3.1) hemnos de onsiderar ademas las fuerzas de ineria FI . Respeto deltriedro S′ la trayetoria r′(t) de una masa m puntual será entones la soluión de la euaióndiferenial,
m

dv′

dt
= F + FI (3.11)donde F son fuerzas independientes del estado de movimiento del observador (por ejemplo, lagravedad) y FI las fuerzas de ineria.3.2.4. El triedro terrestreDe la expresión de la ley de gravitaión (E. 3.2) se

=r’

r’

V

r’ Ω

ΩcF
2

= m  r’r’

O’

Ω

Figura 3.4: Fuerza entrífuga
Fc = m Ω2 r⊥ sobre una partíu-la.

desprende que su magnitud es pequeña omparada on lafuerza de Coulomb (E. 3.4) entre dos argas elétrias,además ambas dereen on el inverso del uadrado de ladistania. En diho triedro las fuerzas de ineria (E. 3.9)son despreiables.Por el ontrario, la tierra gira alrededor del sol y tambiénalrededor de su eje de rotaión on veloidades angulares
ΩT y Ωdia respetivamente, por lo que un triedro ST onorígen en el entro de la tierra y ligado a la misma no esun sistema de referenia inerial.Para los movimientos sobre la super�ie terrestre la gra-vedad Fp = mp g es obviamente más intensa que la fuerzade atraión experimenta debida a ualquier otro objetodel universo. En onseuenia, para un observador en STsegún la euaión 3.9 la gravedad no es la únia fuerza que atúa sobre una partíula de masa
mp sino que hemos de evaluar también los siguientes términos,

−mp aT , −mp
dΩdia

dt
∧ r′p − 2mp Ωdia ∧ v′

p, y − mp Ωdia ∧ (Ωdia ∧ r′p).El período de rotaión de la tierra será T = (24 h × 60 m × 60 s) = 8,6 × 104 s de modo que
Ωdia = 2π/T = 7,3 × 10−5 rad s−1 y la veloidad angular de la órbita alrededor del sol será
ΩT = Ωdia/365 = 2,0×10−7 rad s−1. La aeleraión aT es la aeleraión del entro de la tierraen su órbita en torno al sol (el término ao′ en la euaión 3.9). Si D = 1,5 × 1011 m es ladistania aproximada tierra-sol tendremos,

| aT |≃ Ω2
T D = 6 × 10−3 m s−2.Hemos de onsiderar para el segundo término dΩdia/dt que es obviamente despreiable ytomando el radio de la tierra RT = 6400 km = 6,4 × 106 m resulta,

| Ωdia ∧ Ωdia ∧ RT |≤ Ω2
dia RT ≃ 3,6 × 10−2 m s−2 19



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de MadridSi omparamos on el valor de la aeleraión de la gravedad terrestre 4 g = 9,7805m s−2podemos ver que las orreiones que introduen son pequeñas,
Ω dia

T
(R

   
+

 h
) 

S
en

 (
 θ

) 

T(R   + h) Cos ( θ) 

X’

Z || Z’

h 

O=O’

θ

P

v’ p

F cent

F g

ϕ

Figura 3.5: El triedro S′ gira onla tierra.
Ω2

dia RT

g
≃ 4 × 10−3 y

Ω2
T D

g
≃ 6 × 10−4respetivamente. La importania de la fuerza de Coriolisdependerá de la veloidad vp relativa a la super�ie te-rrestre que tendría que ser elevada para ompensar el bajovalor de Ωdia = 7,3×10−5 rad s−1. Si tomamos por ejemplola veloidad del sonido vp = 340 rmm s−1 entones,

acor = 2 | Ωdia ∧ v′
p |≤ 5 × 10−2 m s−2inluso en este aso resulta en una antidad pequeña omparada on la aeleraión de lagravedad terrestre.Podemos onluir que un triedro S′ ligado a la super�ie de la tierra puede onsiderarse omoinerial para la mayor parte de los movimientos de los objetos de nuestra vida diaria. Lasorreiones debidas a las aeleraiones entrífuga o de Coriolis son relevantes si las distaniassobre la super�ie terrestre son muy grandes o los períodos de los movimientos impliadosmuy lentos, de modo que sus efetos se aumulen a lo largo del tiempo, omo es el aso delmovimiento del péndulo de Foault.En la Fig. 3.5 onsideramos dos triedros S y S′ ambos tienen su orígen en el entro de latierra y los ejes de S apuntan a lo largo de direiones �jas en el espaio. El triedro S′ rotarespeto de S girando on la tierra on veloidad angular Ωdia = Ωdia k′. La fuerza F′

p queexperimenta una partíula P situada a la altura h sobre la super�ie terrestre será,
F′

p = Fg − mp

[
2Ωdia ∧ v′

p + Ωdia ∧ (Ωdia ∧ r′p)
]y onsideraremos por simpli�ar la veloidad v′

p = v′p [cos(ϕ) i′ + sen(ϕ)k′] ontenida en elplano (X ′, Z ′). Asimismo, r′p = (RT + h)u′
r = (RT + h) [cos(θ) i′ + sen(θ)k′] y la fuerza de lagravedad Fg = −mg u′

r es la misma en S y S′. La fuerza entrífuga resulta,
Fcent = −mp (RT + h)Ωdia ∧ (Ωdia ∧ u′

r) = mp (RT + h)Ω2
dia cos(θ) i′omo india la �gura y la de Coriolis,

Fcor = −2mp Ωdia ∧ v′
p = −2mpΩdia v′p cos(ϕ) j′resulta ser perpendiular al plano (X ′, Z ′) drigida haia el letor por lo que no esta dibujadaen la Fig. 3.5. La fuerza total que se observa sobre P en S′ es �nalmente,

F′
p = −mpg u′

r + mp (RT + h)Ω2
dia cos(θ) i′ − 2mpΩdia v′p cos(ϕ) j′Como vemos además del peso Fg hay otras omponentes que dependen de los ángulos θ(latitud) y ϕ que en algunos asos pueden ser nulas. Obviamente no existe fuerza entrífuga4Valor de referenia medido a nivel del mar en el euador terrestre.20



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Ipara θ = π/2 (el polo), máxima en el euador (θ = 0) y la de Coriolis es nula si ϕ = π/2 ymáxima uando ϕ = 0.3.3. Trabajo y energíaSe de�ne el trabajo5 dW efetuado por la fuerza F sobre la partíula P que se mueve a lolargo de la trayetoria r(t) omo el produto esalar,
dW = F · dr = |F| |dr| cos θ (3.12)El signi�ado geométrio se apreia en la Fig. 3.6, la antidad dW representa la proyeión

|F| cos(θ) de la fuerza a lo largo del vetor dr. Es deir, solo la omponente de la fuerza Ftangenial (paralela al vetor dr) realiza trabajo.Entre dos puntos a y b ualesquiera de la trayetoria de�nidos por los vetores ra y rb tendre-mos, ∫
rb

ra

dW = Wab =

∫
rb

ra

F · drDonde aparee la integral de línea 6 de la fuerza F a lo largo de la trayetoria r(t) entre lospuntos onsiderados.Considerando la 2a ley de Newton en lugar de la fuerza omo dr = v dt,
Wab =

∫
rb

ra

(m
dv

dt
) · (v dt) =

m

2

∫
vb

va

d(v · v)si va y vb son las veloidades de la partíula en los puntos onsiderados,
Wab =

mv2
b

2
− mv2

a

2
= ∆Ecin (3.13)Por onsiguiente, el trabajo Wab de las fuerzas aplia-

dr || v

ra
r (t)

rb

X

Z

O
Y

F

a
b

θP

Figura 3.6: Solo la omponente de lafuerza F paralela a dr(t) realiza trabajo.

das sobre la partíula entre los puntos a y b es iguala la variaión de la energía inétia ∆Ec entre dihospuntos.Si derivamos respeto del tiempo la energía inétiaobtenemos la potenia,
dEc

dt
= F · v (3.14)que representa el trabajo efetuado en la unidad detiempo. Cuando este produto esalar sea nulo Ec esonstante en el tiempo y se onservará la energía i-nétia; sólo efetúa trabajo sobre la partíula la om-ponente de la fuerza paralela al vetor veloidad, esdeir, a la tangente a la trayetoria de la partíula.En el aso de la fuerza de Coriolis, es nulo el produto esalar de la fuerza Fcor por laveloidad de la partíula v′ en el triedro S′,

Fcor · v′ = −2m (ΩS′S ∧ v′) · v′ = 05Puede onsultarse el apítulo 8 del Vol I de la Ref. [1℄, pags. 201-2336Una introduión de este onepto se enuentra en la pag. 94. 21



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de MadridNo hae trabajo puesto que Fcor es siempre perpendiular a la veloidad v′.Hay que subrayar que las Es. 3.12, 3.13 y 3.14 no hemos espei�ado si el triedro respetodel que desribimos el movimiento es inerial o no inerial. Con la notaión habitual podríamossustituir en ellas la fuerza F′, posiión r′ y veloidad v′ en S′ y enontraríamos el trabajo W ′en el triedro S′. Si el triedro es no inerial hay que onsiderar además el trabajo de las fuerzasde ineria, en este aso tendremos,
∫

r′a

r′
b

dW ′ = W ′
ab =

∫
r′a

r′
b

F′ · dr′donde hemos de substituir F′ = F + FI .
∆E′

c =

[
mv′ 2

2

]b

a

=

∫
r
′

b

r′a

(F + FI) · dr′ =

∫
r
′

b

r′a

F · dr′ +

∫
r
′

b

r′a

FI · dr′ = WF + WI (3.15)Entones ∆E′
c = WF +WI donde el primer sumando orresponde al trabajo WF de las fuerzasalulado igual que en la de�niión (E. 3.12) pero evaluado a lo largo de la trayetoria r′(t)respeto del triedro S′. El segundo es el el trabajo efetuado por las fuerzas de ineria WI yla suma de ambos es igual la variaión de la energía inétia de la partíula en el triedro S′donde �omo ya hemos visto� la fuerza de Coriolis no ontribuye a WI .3.4. Fuerzas onservativasPodemos apliar la de�niión de trabajo 3.12 a lo largo de una trayetoria que forme unaurva errada C en el espaio de modo que los puntos iniial a y �nal b son el mismo yesribimos,

Wab =

∮

C
F · drCuando a lo largo de ualquier urva errada C en el espaio se umple que,

∮

C
F · dr = 0deimos que la fuerza F(r) es onservativa y puede probarse que entones existe una funiónesalar 7 Ep(x, y, z) tal que dEp = −F · dr. La integral a lo largo de la urva C es nula puestoque la funión Ep(r) toma evidentemente el mismo valor en el punto iniial y �nal de la urva.Esribimos entones F = −∇Ep donde Ep es la energía potenial y el vetor ∇Ep se denominagradiente de la funión Ep(r)

8.En general, la energía potenial esta de�nida salvo una onstante arbitraria que no in�uye,puesto que en el álulo de F desaparee al derivar, o bien al alular la diferenia de energíaspoteniales entre dos puntos ∆Ep = Ep(rb) − Ep(ra). Como veremos a ontinuaión para losampos elétrio y gravitatorio diha onstante se establee de modo que la energía sea nula7Es aonsejable repasar los oneptos de ampo esalar y vetorial que se introduen brevemente en la Pag.92.8El onepto de derivada parial y gradiente puede enontrarse en la Pag. 96.22



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Ien el límite r → ∞, es deir, para puntos alejados de la arga elétria (o masa) que rea dihoampo.Entre dos puntos a y b ualesquiera de la trayetoria r(t),
−∆Ep = − [Ep(rb) − Ep(ra)] =

∫
rb

ra

−dEp =

∫
rb

ra

F · dr = ∆Ec (3.16)y podemos de�nir la energía meánia E = Ec + Ep de la partíula omo suma de su energíapotenial y inétia,
E =

mv2
a

2
+ Ep(ra) =

mv2
b

2
+ Ep(rb)Cuando la energía E se onserva ∆(Ec + Ep) = cte. será una antidad onstante que toma elmismo valor en todos los puntos de la trayetoria.3.4.1. Energía potenial elástiaA partir de la ley de Hooke Fm = −K(x − Lo) se obtiene la energía potenial elástia delmuelle Em(x) = K(x−Lo)

2/2. Como vemos en la Fig. 3.3 si tomamos dos puntos ualesquiera
a y b a lo largo del eje X y empleamos la E. 3.12 resulta,

Wab =

∫ xb

xa

F · dr = (−K)

∫ xb

xa

(x − Lo) dx = −
[
K(xb − Lo)

2

2
− K(xa − Lo)

2

2

]y utilizando ∆Ec = −∆Em (E. 3.16) podemos de�nir la energía de la masa m,
E =

mv2

2
+

K(x − Lo)
2

2que es una onstante en ada punto de la trayetoria x(t). En ualquier instante t la suma dela energía inétia y potenial elástia del muelle es una antidad onservada.También puede deduirse de la euaión de movimento (E. 3.8) para la masa m unida aun muelle ideal en una dimensión. Tendremos,
mẍ = −K (x − Lo) luego, mẋ ẍ = −K (x − Lo) ẋmultipliando por la veloidad ẋ. Podemos integrar entre dos instantes de tiempo ta < tbonseutivos,

[m
2

ẋ2
]tb
ta

= −
[
K

2
(x − Lo)

2

]tb

taEl término de la izquierda es justamente la variaión de la energía inétia ∆Ec y el de ladereha es −∆Ep. La energía potenial elástia Em(x) es la funión,
Em(x) =

K

2
(x − Lo) + Cen donde C es una onstante que puede determinarse tomando Em(Lo) = 0. Para ualquiervalor de C tendremos siembre ∆Em = Em(xb) − Em(xa) y la fuerza del muelle se reuperaalulando el gradiente9 del potenial,

Fm = −∇Em = −dEm

dx
i = −K (x − Lo) i9Apliamos aquí la fórmula 9.11 de la seión Complementos en una dimensión. 23



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridy resulta independiente de la eleión de C.Si existe una fuerza adiional Fx apliada la euaión del movimiento sería,
mẍ + K (x − Lo) = Fx ahora, mẋ ẍ + K (x − Lo) ẋ = Fx ẋe integrando igual que antes resulta,

[m
2

ẋ2
]tb
ta

+

[
K

2
(x − Lo)

2

]tb

ta

=

∫ tb

ta

Fx dx = WfEl término de la izquierda es la suma de ∆Ec y ∆Em(x) y a la dereha aparee el trabajo Wfde la fuerza apliada,
∆E = ∆ [Ec + Em(x)] = WfLa energía E = Ec+Em de la masa m puede disminuir si Wf es negativo (por ejemplo, uando

Fx es una fuerza de rozamiento o friión) o aumentar uando es positivo. El estudio detalladodel movimiento osilatorio on y sin rozamiento se efetuará en el apítulo 7.3.4.2. Energía potenial gravitatoriaConsideramos una masa M en una posiión �ja r1 y la expresión para la intensidad delampo gravitatorio de la E. 3.3. Si substituimos fM (r) en la E. 3.12 e integramos entre dospuntos ualesquiera del espaio ra y rb obtendremos,
∫

rb

ra

fM (r) · dr = (−Gm1)

∫ rb

ra

d(|r − r1|)
|r− r1|2

= (Gm1)

[
1

|rb − r1|
− 1

|ra − r1|

]
= −∆UgPodemos introduir la siguiente expresión,

Ug(|r− r1|) = −G
M

|r− r1|
+ C (3.17)que orresponde al potenial gravitatorio reado por la masa M en el punto r. La onstantede integraión C se hae nula espei�ando que el potenial gravitatorio ha de disminuir amedida que aumenta la distania |r − r1| de modo que en el límite |r − r1| → ∞ se tiene

Ug → 0.A partir de la E. 3.17 se reupera la intensidad del ampo gravitatorio de�nida en 3.3 mediante
fM (r) = −∇Ug empleando la E. 9.12. Puesto que el vetor r1 es �jo, si haemos el ambio
u = r − r1 podemos alular,

fM = −∇Ug = −dUg

du

u

u
=

u

u

d

du

(
G

M

u

)
= −G

M

u2

u

uque es justamente la E. 3.3.Como la fuerza que ejere M sobre otra masa m situada en el punto r es FMm = m fM (r),el trabajo Wab que realiza el ampo gravitatorio reado por la masa M sobre m uando estase desplaza entre dos puntos a y b es entones,
Wab =

∫
rb

ra

F12(r) · dr = m

∫
rb

ra

fM (r) · dr = (Gm M)

[
1

|rb − r1|
− 1

|ra − r1|

]
= −m ∆Ug24



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Iy la variaión de al energía potenial será ∆Ep = m ∆Ug.Para el movimiento de una partíula sobre la super�ie terrestre, onsideremos el triedrode la Fig. 3.7 respeto del que se mueve en un plano vertial sometida a la fuerza F = −m g kon veloidad v = vx i + vy j + vz k. Su euaión de movimiento es,
m

dv

dt
= −m g ky si haemos el produto esalar on v,

mv · dv

dt
= −m g v · k = −m g vzque podemos integrar respeto del tiempo,

∆Ec =

[
m v2

2

]tb

ta

= −m g

∫ zb

za

dz = −m g (zb − za) = −∆Eg = WabEnontramos el trabajo Wab = −m g ∆z que será negativo uando ∆z > 0, la variaión de laenergía potenial es ∆Eg = −∆Ec = −Wab = m g ∆z que sólo depende de las alturas �nal einiial. Podemos de�nir una energía potenial,
= − M gF

P

V

X

Z

Figura 3.7: Partíula P quese mueve en el plano vertial
(Z,X).

Eg(z) = m g z + Cdonde C es una onstante de modo que,
∆Eg = Eg(zb) − Eg(za) = m g ∆zSi alulamos 10,
F = −∇Eg = −dEg

dz
k = −m g kLa fuerza que atúa sobre la partíula es independiente del valorde C que sólo determina el valor Eg(0) uando z = 0.3.4.3. Potenial eletrostátioSiguiendo un proedimiento análogo al empleado para el potenial gravitatorio podemosobtener la expresión del potenial elétrio φ(r). Tomando �ja la posiión de la arga Q en elpunto r1 y empleando el ampo elétrio E(r) de la E. 3.5,

∫
rb

ra

E(r) · dr =
Q

4πǫo

∫ rb

ra

d(|r − r1|)
|r − r1|2

= − Q

4πǫo

[
1

|rb − r1|
− 1

|ra − r1|

]
= −[φ(rb) − φ(ra)]donde introduimos el potenial elétrio,

φ(|r − r1|) =
1

4πǫo

Q

|r− r1|
(3.18)10Apliamos aquí la fórmula 9.11 de la seión Complementos 25



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridreado por la arga Q en el punto r = r − r1. Debe dereer on la distania y en el límite
|r − r1| → ∞ resulta φ → 0. Como la fuerza entre dos argas es FQq = q E(r), el trabajoefetuado por el ampo elétrio reado por Q uando otra arga q se mueve entre los puntos
ra y rb será,

Wab =

∫
rb

ra

FQq(r) · dr = −q [φ(rb) − φ(ra)] = −q ∆φy la variaión de la energía potenial es ∆Ep = q ∆φ. El ampo elétrio se reupera tambiénomo E(r) = −∇φ, puesto que el vetor r1 es �jo, on el ambio u = r− r1 podemos alularel gradiente omo anteriormente,
E = −∇φ = −dφ

du

u

u
= −u

u

d

du

(
1

4πǫo

Q

u

)
=

1

4πǫo

Q

u2

u

uque es justamente la E. 3.5.3.4.4. Energía potenial entrífugaEn el aso partiular de que la veloidad angular Ω

r’p

θ)| r’  | pr’

Pθ

Ω
Sen ( =

Figura 3.8: Proyeión de r′p perpendi-ular a la veloidad angular Ω

sea un vetor onstante podemos enontrar una expre-sión para la energía potenial de la fuerza entrífuga,
Fc = −m [Ω ∧ (Ω ∧ r′)]Si esribimos,

dW = Fc · dr′ = −m (Ω ∧ [Ω ∧ r′]) · dr′e introduimos el vetor u = Ω ∧ r′ de modo que
du = Ω ∧ dr′ por ser Ω onstante,

(Ω ∧ [Ω ∧ r′]) · dr′ = (Ω ∧ u) · dr′ = (dr′ ∧ Ω) · uSustituyendo,
dW = Fc · dr′ = −m (dr′ ∧ Ω) · u = m (Ω ∧ dr′) · u = mu · due integrando de modo análogo a los ejemplos anteriores se �nalmente obtiene la energía po-tenial entrífuga,

Ect = −m

2
|Ω ∧ r′|2 = −m

2
| Ω |2 r2

⊥.Como puede verse en la �gura 3.8 la energía potenial entrífuga depende de la proyeión
r′⊥ =| r′p | sen θ perpendiular a Ω del vetor r′p: Cuanto mayor es esta, más intensa es lafuerza entrífuga Fc y su energía entrífuga Ect mas negativa.En la Fig. 3.9 la partíula P de masa m se mueve sin rozamiento ensartada en una guíahorizontal AB que gira on veloidad angular Ω onstante. En el triedro S′ que gira on la guíael vetor r′⊥ es perpendiular a Ω on módulo r′⊥ = r′ sen θ que apunta haia P . Proyetando26



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Ilas posiiones r′ = r′⊥ + r′‖ y veloidades v′ = v′
⊥ + v′

‖. Para el movimento a lo largo de laguía la euaion de movimiento de P es,
m

dv′⊥
dt

= m Ω2 r′
2
⊥Introduiendo dv′⊥ = ṙ′⊥ dt la primera euaión,

m ṙ′⊥ r̈′⊥ = m Ω2 r′
2
⊥ ṙ′⊥e integrando, [

m
ṙ′

2
⊥

2

]tb

ta

=

[
m Ω2 r′2⊥

2

]tb

taA la izquierda nos aparee ∆Ec en S′ y el término de la dereha es el trabajo W ′
ab y tendremos,

∆Ect = −W ′
ab = −m Ω2

2
(r′

2
⊥,b − r′

2
⊥,a)De nuevo podemos de�nir la energía potenial de mo-

r’p

r’

=r’ Sen ( | r’  | p θ)

pV’

A

Ω||Z’

P

θ

R

corF

X’
Y’

B Fcent

Figura 3.9: La partíula P se muevesin rozamiento ensartada en una guíahorizontal que gira on Ω onstante.

do que Ect de modo que ∆E′
c = −∆Ect de la forma,

Ect = −m

2
Ω2 r′

2
⊥ + Csiendo C una onstante arbitraria. La expresión parala fuerza entrífuga que experimenta P a lo largo dela guía se reupera tomando de nuevo el gradiente,

Fc = −∇Ect = −dEct

dr′⊥

r′⊥

r′⊥
=

r′⊥

r′⊥

d

dr′⊥

(m

2
Ω2 r′

2
⊥

)y reuperamos la E. 3.10,
Fc = m Ω2 r′⊥

(
r′⊥

r′⊥

)Hay que subrayar que la fuerza entrífuga no es la únia que atúa sobre P puesto que lafuerza de Coriolis Fcor y la reaión R atúan a lo largo de la direión perpendiular a laguía omo muestra la �gura 3.9. Sin embargo, ambas fuerzas son perpendiulares a dv′, norealizan trabajo y por lo tanto no apareen en la euaión 3.15 para la variaión de la energíainétia de P .3.5. Momento inétioRespeto de un punto Q se de�ne el vetor momento inétio o momento angular LQ deuna partíula P de masa m que se mueve on veloidad v respeto de un triedro S omo elproduto vetorial, 27



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madrid
LQ = (rp − rQ) ∧ pen donde p = mv es el vetor antidad de movimiento. Como puede verse en la Fig. 3.10 elvetor LQ es perpendiular al plano formado por los vetores veloidad v y (r = rp − rQ)siendo sus omponentes,

LQx = y pz − z py

LQy = z px − x pz

LQz = x py − y pxSi el punto Q no se mueve (vQ = 0) respeto del triedro S derivando LQ respeto del tiempo,
dLQ

dt
=

d

dt
(rp − rQ) ∧ p + (rp − rQ) ∧ dp

dtel primer término es nulo y sustituyendo F = dP/dt enontramos,
dLQ

dt
= (rp − rQ) ∧ F (3.19)Cuando los vetores F y (rp − rQ) sean paralelos tendremos dLQ/dt = 0 y el vetor momentoinétio es entones una magnitud onservada, lo mismo que suedía on la energía bajo iertasondiiones (Pag. 23). Al ser una magnitud vetorial en algunos asos no se onserva el vetor

LQ sino sólo alguna de sus omponentes. Si esribimos dLQ/dt = MO,
Qr

rp

pr r− Q

Z

X Y

P

v

L Q

Q

Figura 3.10: Momento inétio LQ respetodel punto Q en el triedro S.

MQ = (rp − rQ) ∧F (3.20)al vetor MQ se le denomina momento de la fuer-za F respeto del punto Q.El momento inétio se onserva uando la fuerzaentre dos partíulas se ejere a lo largo de la re-ta que las une. Si en la E. 3.2 para la fuerza degravedad tomamos el punto Q en la posiión dela masa m1 entones los vetores F12 y r2−r1 re-sultan ser paralelos y por la E. 3.19 tendremos
dLQ/dt = 0. Lo mismo suede on el potenialelétrio (E. 3.4) situando el punto Q en ual-quiera de las dos argas q1 y q2..Poleas y ables ideales: Un hilo o able ideal es aquel que onsideramos inextensible y sinmasa, uya tensión T es siempre positiva de modo que si tiramos de uno de sus extremos lafuerza ejerida se transmite a lo largo del mismo. La terera ley de Newton nos die que altirar de un extremo ha de apareer una fuerza de reaión en el extremo opuesto. Las tensionespueden lasi�arse omo fuerzas de ontato y el hilo introdue en un problema una euaiónde ligadura adiional ya que relaiona los movimientos de los dos uerpos que mantiene unidos.28



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia IAdemás, los ables ideales relaionan el movimiento de los uerpos a través de poleas. Enuna polea ideal no hay rozamiento entre ésta y el able y tampoo se transmite antidad demovimiento a la polea, que se onsidera sin masa, (o que ésta es despreiable). Las poleasideales ambian la direión del able apoyado en ellas y por lo tanto la direión de la tensióndel able sin alterar su valor. Puesto que la tensión en un hilo ideal atúa en la di-
T

T
T

T

O

Figura 3.11: Dos masas m y M uni-das por un hilo ideal al lavo O que semueven sobre un plano horizontal O.
reión de la reta que une a los uerpos, omo vemosen la Fig. 3.11 para las dos partíulas de masas My m unidas por un hilo ideal el momento inétio seonserva respeto del punto O.

29



CAPÍTULO 4 Sistemas de partíulas
Como muestra la Fig. 4.1, un sistema de partíulas es un onjunto de N masas diferentes

mα situadas en los puntos rα, que se mueven respeto de un triedro S (no neesariamenteinerial) donde α = 1, 2, . . . , N . Las partíulas interaionan entre sí siendo Fαβ la
m1

m2

m3

m4

r1
r2

r3
r4

O
YX

Z

Figura 4.1: Sistema de partíulas.
fuerza entre dos partíulas dadas α y β a la que llama-remos fuerza interna. Sobre ada una de ellas puedetambién atuar una fuerza externa al sistema Feα ysi además el triedro S no es inerial tendremos queonsiderar la fuerza de ineria FIα orrespondiente.Las euaiones del movimimiento para ada una delas α = 1, . . . , N partíulas serán,

mα
dvα

dt
= Feα + FIα +

N∑

β 6=α

Fαβ (4.1)donde evidentemente Fαα = 0 y onsideraremos que Fαβ = −Fβα.Exepto en algunos asos triviales la resoluión simultánea de este onjunto de 3N eua-iones difereniales es un problema muy ompliado por lo que hemos de introduir nuevasherramientas que permitan una desripión físia adeuada.4.1. Posiión y veloidad del entro de masasSe de�ne el entro de masas (CM) del sistema de partíulas omo el punto del espaiouyo vetor de posiión es,
RCM =

1

M

N∑

α=1

mα rα donde, M =
N∑

α=1

mα (4.2)30



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Ies la masa total del sistema. Como puede verse en la Fig. 4.2, la posiión del entro de masasno tiene por qué oinidir neesariamente on la de una de las partíulas del sistema. Laveloidad del entro de masas se obtiene derivando este vetor respeto del tiempo,
r1

cmR

r2

m2

m1

X

Z

O Y

CM
s

s2

1

Figura 4.2: Posiión del entro de ma-sas (CM) de dos partíulas.
VCM =

1

M

N∑

α=1

mα vαPara ada partíula 1 tendremos rα = RCM + sαen donde los vetores sα representan las posiiones delas partíulas respeto de un triedro SCM on origenen el entro de masas y que se mueve on la veloi-dad VCM del mismo. Derivando respeto del tiemporesulta vα = VCM +wα donde wα = dsα/dt serán lasveloidades de las partíulas respeto del triedro SCMque no rota respeto de S.Si multipliamos rα = RCM + sα por mα y sumamos,
N∑

α=1

mα rα =

(
N∑

α=1

mα

)
RCM +

N∑

α=1

mα sα = M RCM +

N∑

α=1

mα sαEfetuando la misma operaión para las veloidades vα = VCM + wα respeto del triedro
SCM obtenemos empleando la de�niión de RCM ,

N∑

α=1

mα sα = 0 y derivando

N∑

α=1

mα wα = 0. (4.3)4.2. Movimiento del entro de masasLa euaión de movimiento para el CM del sistema se obtiene sumando las α = 1, 2, . . . ,Neuaiones vetoriales 4.1,
N∑

α=1

mα
dvα

dt
=

N∑

α=1

(Feα + FIα) +

N∑

α=1

∑

β 6=α

FαβPuesto que Fαβ = −Fβα y Fαα = 0 el doble sumatorio en la última euaión es nulo. Es deir,la resultante de las fuerzas internas del sistema de partíulas es nula,
N∑

α=1

∑

β 6=α

Fαβ = 0 (4.4)En onseuenia,
M

dVCM

dt
=

N∑

α=1

(Feα + FIα) (4.5)1En la Fig. 4.2 se han representado sólamente dos partíulas pero el mismo esquema es apliable a las
α = 1, 2, . . . , N partíulas del sistema de la Fig. 4.1. 31



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridque nos india que el entro de masas se mueve omo si fuese a su vez una partíula donde seonentra toda la masa M del sistema sobre la que se enuentra apliada la resultante FT detodas las fuerzas externas y de ineria respeto del triedro S.
FT =

N∑

α=1

(Feα + FIα)Para las fuerzas de ineria,
FI =

N∑

α=1

FIα = −
N∑

α=1

mα

[
ao +

dΩ

dt
∧ rα + 2Ω ∧ vα + Ω ∧ (Ω ∧ rα)

]e introduiendo las de�niiones anteriores,
FI = −M

[
ao +

dΩ

dt
∧ RCM + 2Ω ∧ VCM + Ω ∧ (Ω ∧ RCM )

]siendo Ω la veloidad angular de S respeto de otro triedro inerial.Cuando FT = 0 tendremos en la E. 4.5 que PCM = MVCM es un vetor onstante y laantidad de movimiento del CM se onserva.En las euaiones 4.5 y en las que siguen para evitar onfusiones tomaremos la sumas sobretodas las partíulas α = 1, . . . , N del sistema para simpli�ar la notaión. En realidad sólodebemos ontar las fuerzas apliadas no nulas, es deir aquellas que se enuentran apliadassobre las partíulas p = 1, . . . ,m ≤ N , donde Fp = Fep + FIp 6= 0.Multipliando esalarmente por dRCM = VCM dt la euaión 4.5 e integrando entre dosinstantes de tiempo ta y tb en los que las posiiones del CM son Ra y Rb

∫ tb

ta

(
M

dVCM

dt

)
·VCM dt =

∫
Rb

Ra

N∑

α=1

(Feα + FIα) · dRCMon lo que resulta para la energía inétia del entro de masas,
[
M

2
V 2

CM

]tb

ta

=

∫
Rb

Ra

FT · dRCM = WCM (4.6)La variaión de la energía inétia del entro de masas es igual al trabajo de la resultante
FT de las fuerzas apliadas sobre el sistema alulado a lo largo de la trayetoria RCM (t) delentro de masas. Esta última euaión es equivalente a la relaión 3.15 que obtuvimos para laenergía de una partíula.4.3. Energía de un sistema de partíulasSi introduimos la veloidad del CM en la energía inétia del sistema de partíulas,

Ec =
N∑

α=1

mα v2
α

2
=

1

2

N∑

α=1

mα (VCM + wα) · (VCM + wα)32



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Iy empleando la E. 4.3 enontramos la siguiente expresión,
Ec =

M V 2
CM

2
+

N∑

α=1

mα w2
α

2
= Ecin + E′

c (4.7)La energía inétia del sistema puede entones desomponerse omo una suma de la energíainétia (Ecin = MV 2
CM/2) del CM respeto de S y de la energía inétia de ada una delas partíulas (E′

c = mαw2
α/2) respeto del triedro SCM . Como veremos a ontinuaión la E.4.7 no es igual a la energía del sistema de partíulas, salvo en algunos asos espeiales, porejemplo, uando sean nulos los trabajos de las fuerzas interiores del sistema.Mediante la E. 4.1 podemos alular los trabajos in�nitesimales dWα que efetúa la fuerzaapliada sobre ada partíula y sumarlos para obtener el trabajo sobre el sistema Wsis,

dWsis =

N∑

α=1

dWα =

N∑

α=1

Fα · drα =

N∑

α=1

mα
dvα

dt
· drαtambién respeto del triedro S,

dWsis =

N∑

α=1

mα

(
dvα

dt
· vα

)
dt =

N∑

α=1

(Feα + FIα) · drα +

N∑

α=1

∑

β 6=α

Fαβ · drαIntegrando entre dos instantes ta y tb tendremos Wsis = ∆Ec,
Wsis = ∆Ec =

[
N∑

α=1

mα v2
α

2

]b

a

=

N∑

α=1

∫ tb

ta

(Feα + FIα) · drα +

N∑

α=1

∑

β 6=α

∫ tb

ta

Fαβ · drαdonde substituyendo drα = dRCM + dsα,
Wsis =

∫
Rb

Ra

FT · dRCM +
N∑

α=1

∫ tb

ta

(Feα + FIα) · dsα +
N∑

α=1

∑

β 6=α

∫ tb

ta

Fαβ · dsα (4.8)luego,
Wsis = WCM +

N∑

α=1

Wα + Wint = Wint + Wext donde, Wext = WCM +

N∑

α=1

WαHemos visto que el término WCM orresponde al trabajo de la resultante FT de las fuerzas enel CM del sistema y término siguiente es la suma de los trabajos de ada una de las fuerzas
Wα evaluados en el triedro SCM . La suma de estos dos representa el trabajo produido por lasfuerzas externas Wext apliadas al sistema de partíulas. El terer sumando es entones eltrabajo efetuado por las fuerzas internas Wint y hay que subrayar que aunque la resultante(E. 4.4) de las fuerzas internas sea nula, en general el trabajo de éstas es Wint 6= 0.Entre los instantes ta y tb podemos desomponer el doble sumatorio,

Wint =

N∑

α=1

∑

β 6=α

∫ tb

ta

Fαβ · dsα =
∑

pares (α,β)

∫ tb

ta

(Fαβ · dsα + Fβα · dsβ) 33



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridy puesto que Fαβ = −Fβα,
Wint =

∑

pares (α,β)

∫ tb

ta

Fαβ · d[sα − sβ ] (4.9)El trabajo de las fuerzas internas resulta ser funión de las distanias relativas sα−sβ = rα−rβentre las partíulas (ver Fig. 4.2) y en general Wint no será nulo. Existen sin embargo algunasexepiones prátias importantes omo,Poleas y ables: El trabajo de las fuerzas interiores de un sistema omo el de la Fig. 3.11será nulo porque al existir la ligadura del able ideal (de longitud onstante) tendremos
d[rα − rβ ] = 0Sólido rígido: En un sólido rígido ideal (indeformable) las distanias relativas entre suspartíulas rα − rβ son onstantes y por lo tanto Wint = 0.Si las fuerzas internas son onservativas, dU(|sα − sβ|) = −Fαβ · d(sα − sβ) y entones,

Wint =
∑

pares (αβ)

∫
sb

sa

Fα,β · d[sα − sβ ] = −∆Uintdonde tenemos sα − sβ = rα − rβ omo se puede ver en la Fig. 4.2. El trabajo de las fuerzasinternas es en este aso el mismo en los triedros SCM y S.Combinando las euaiones 4.7 y 4.8 omo WCM = ∆[mV 2
CM/2] (E. 4.6) obtenemos,

[
N∑

α=1

mα w2
α

2

]b

a

=

N∑

α=1

∫ tb

ta

(Feα + FIα) · dsα +

N∑

α=1

∑

β 6=α

∫
sb

sa

Fαβ · dsαo on la notaión anterior,
[

N∑

α=1

mα w2
α

2

]tb

ta

=
N∑

α=1

Wα + Wint (4.10)Esta expresión nos proporiona la variaión de la energía inétia del sistema respeto deltriedro SCM omo suma del trabajo de las fuerzas externas apliadas sobre ada partíula,evaluadas en diho triedro y el trabajo de las fuerzas internas.Como vemos, la variaión de la energía inétia del sistema de partíulas (E. 4.7) entre dosinstantes de tiempo
∆Ec =

[
M V 2

CM

2

]tb

ta

+

N∑

α=1

[
mα w2

α

2

]tb

tapodemos esribirla omo suma de dos euaiones. Una primera (E. 4.6) para la variaión dela energía inétia del CM respeto de S y la segunda (E. 4.10) para la variaión de la energíainétia de las partíulas relativa al triedro SCM del entro de masas,34
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[
M V 2

CM

2

]tb

ta

=

∫
Rb

Ra

FT · dRCM

[
N∑

α=1

mα w2
α

2

]b

a

=

N∑

α=1

∫
sb

sa

(Feα + FIα) · dsα + Wint =

N∑

α=1

Wα + Wint4.4. Momento inétio de un sistema de partíulasEl momento inétio LA de un sistema de partíulas respeto de un punto A es la sumavetorial de los momentos inétios LA α de ada una de las partíulas del sistema respeto dediho punto,
LA =

N∑

α=1

LA α =
N∑

α=1

(rα − rA) ∧ mαvα (4.11)Si introduimos el sistema de CM on el ambio rα = RCM + sα y vα = VCM +wα entones,
LA =

N∑

α=1

mα [RCM + sα − rA] ∧ [VCM + wα]

LA =

(
N∑

α=1

mα

)
(RCM − rA) ∧VCM + (RCM − rA) ∧

(
N∑

α=1

mα wα

)
+

+

(
N∑

α=1

mα sα

)
∧ VCM +

N∑

α=1

sα ∧ mαwαdonde son dos términos nulos (ver las Es. 4.3) y queda �nalmente,
LA = (RCM − rA) ∧ MVCM +

N∑

α=1

sα ∧ mαwαEl segundo término es el momento inétio del sistema respeto del triedro SCM �
LCM =

N∑

α=1

sα ∧ mαwαy por lo tanto,
LA = LCM + (RCM − rA) ∧ MVCM (4.12)Podemos desomponer el momento inétio respeto de un punto A en la suma vetorial delmomento inétio del sistema de partíulas LCM respeto del CM más el momento inétiodel CM respeto de diho punto.Si la posiión A no ambia (el vetor rA es te. en el tiempo y vA = 0 o bien A ≡ CM )y derivamos respeto del tiempo la E. 4.11,

dLA

dt
=

N∑

α=1

(rα − rA) ∧ mα
dvα

dt 35



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madriddonde podemos sustituir las fuerzas de la E. 4.1,
dLA

dt
=

N∑

α=1

(rα − rA) ∧ (Feα + FIα) +

N∑

α=1

∑

β 6=α

(rα − rA) ∧FαβCuando las fuerzas internas son Fαβ = −Fαβ y también paralelas a rα − rβ no ontribuyen a
dLA/dt puesto que,

N∑

α=1

∑

β 6=α

(rα − rA) ∧ Fαβ =
∑

pares (α,β)

(rα − rA) ∧ Fαβ + (rβ − rA) ∧ Fβα

=
∑

pares (α,β)

(rα − rβ) ∧ Fαβ = 0por ser nulo el último sumando. Tendremos �nalmente,
dLA

dt
=

N∑

α=1

(rα − rA) ∧ (Feα + FIα) (4.13)en donde FIα son las fuerzas de ineria en S. La derivada respeto del tiempo del momentoinétio es igual a la suma de los momentos Mα de las fuerzas apliadas al sistema respetodel punto A �jo,
dLA

dt
=
∑

α

Mα siendo, Mα = (rα − rA) ∧ (Feα + FIα)Sólo apareen los momentos Mα respeto de A de las fuerzas externas y de ineria Feα +FIαy no ontribuyen a dLA/dt las fuerzas internas Fαβ = −Fαβ uando estas atúan a lo lago delos vetores rα − rβ.4.5. Apliaiones4.5.1. Sistema de dos partíulasEl sistema de partíulas más simple posible es el de la Fig. 4.3 formado sólamente por dospartíulas de masas m1 y m2
2. Si introduimos las posiiones respeto del CM del sistema,

r1 = s1 + RCM , r2 = s2 + RCM y r1 − r2 = s1 − s2Si en la E. 4.2 para el vetor RCM de dos partíulas sumamos y restamos m2 r1 se tiene,
(m1 + m2)RCM + m2r1 = m1r1 + m2r2 + m2r1

(m1 + m2)RCM + m2(r1 − r2) = (m1 + m2)r12Puede onsultarse la Se. 7.2, pags. 222-225 de la Ref. [4℄, Se. 4.7, pags. 184-188 de la Ref. [2℄ y el Ejemplo9.5, pags. 252-255 de la Ref. [1℄.36
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r1 = RCM +

m2

m1 + m2
(r1 − r2), r1 = RCM +

m2

m1 + m2
(s1 − s2)y puesto que, r2 = r1 − (s1 − s2),

r2 = RCM +

[
m2

m1 + m2
− 1

]
(s1 − s2) = RCM − m1

m1 + m2
(s1 − s2)Finalmente,

r1 = RCM +
m2

m1 + m2
(s1 − s2) r2 = RCM − m1

m1 + m2
(s1 − s2)Introduimos el vetor,

m1

m2

X

Z

O Y

r1

cmR
r2

=
=q

−1 s
2

s
−r1 r2

CM

s
s

1

2

Figura 4.3: Sistema de dos partíulas.
q = s1 − s2 = r1 − r2 (4.14)uyo módulo es la distania relativa entre las dos par-tíulas y la denominada masa reduida del sistema,

µ =
m1 m2

m1 + m2Las euaiones quedan entones expresadas en funióndel vetor q y su derivada respeto del tiempo que esla veloidad vq,
r1 = RCM +

µ

m1
q r2 = RCM − µ

m2
q (4.15)y derivando respeto del tiempo on vq = ṡ1 − ṡ2 = ṙ1 − ṙ2 obtenemos las veloidades,

v1 = VCM +
µ

m1
vq v2 = VCM − µ

m2
vq (4.16)La energía inétia de este sistema de dos partíulas es,

Ec =
m1 v2

1

2
+

m2 v2
2

2donde substituyendo las veloidades 4.16,
Ec =

(m1 + m2)

2
V2

CM +
1

2
µ2

(
1

m1
+

1

m2

)
v2

qOperando resulta �nalmente una euaión equivalente a la E. 4.7,
Ec =

M

2
V2

CM +
µ

2
v2

q (4.17)la energía inétia se desompone en dos términos, la del entro de masas y otra proporionala la masa reduida.Un resultado análogo se obtiene si alulamos el momento inétio respeto de un punto O�jo,
Lo = r1 ∧ m1 v1 + r2 ∧ m2 v2 37
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Lo = (RCM +

µ

m1
q) ∧ (m1 VCM + µvq) + (RCM − µ

m2
q) ∧ (m2 VCM − µvq)de donde operando se obtiene,

Lo = RCM ∧ MVCM +

(
µ2

m1
+

µ2

m2

)
(q ∧ vq)Llegamos �nalmente a una desomposiión del momento inétio análoga a la que obtuvimospara la energía inétia que equivale a la E. 4.12,

L = RCM ∧ MVCM + q ∧ µvq (4.18)Las euaiones 4.17 y 4.18 nos proporionan la energía inétia y el momento inétio delsistema de la Fig. 4.2. En el aso mas general sobre este sistema de dos partíulas atúan unasfuerzas interiores Fi
12 = −Fi

21 y fuerzas exteriores Fe
1 y Fe

e. Las euaiones de movimiento son,
m1

dv1

dt
= Fe

1 + Fi
21 m2

dv2

dt
= Fe

2 + Fi
21 (4.19)Sumando las Es. 4.19, siendo Fe

1 = Fe1 + FI1 y Fe
2 = Fe2 + FI2 enontramos,

m1
dv1

dt
+ m2

dv2

dt
= (Fe1 + FI1 + F21) + (Fe2 + FI2 + F12)y on M = m1 + m2 obtenemos la E. 4.5 de movimiento para el entro de masas,
M

dVCM

dt
= Fe

1 + Fe
2en donde sólo intervienen las fuerzas externas.4.5.2. Movimiento bajo fuerzas entralesUn aso de partiular interés es el del movimiento de dos partíulas de masas m1 y m2que interaionan entre sí mediante fuerzas que dependen de su distania relativa,

F(|r1 − r2|) = F (|r1 − r2|)
r1 − r2

|r1 − r2|y que atúa a lo largo de la reta que une las masas m1 y m2. A este tipo de fuerzas perteneeel ampo gravitatorio (E. 3.2) o eletrostátio (E. 3.4). Si empleamos el vetor q = r1 − r2(E. 4.14),
F(q) = F (q)

q

qy podemos utilizar los resultados de la seión anterior. Si onsideramos que la masa m1permanee inmóvil en el punto r1 el movimiento de los dos uerpos se redue al de unapartíula en un ampo exterior donde la energía potenial U(q) depende sólamente de ladistania |q| al punto r1,
F(q) = −∇U(q) y F(q) = −dU

dq

q

q38



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Iapliando la E. 9.12. Se die que es una fuerza entral puesto que su direión pasa siemprepor el punto �jo r1 del espaio denominado entro de fuerzas. Consideraremos además que elsistema de dos partíulas se enuentra aislado, es deir, que no existen fuerzas externas demodo que el CM del sistema es un triedro inerial.Como se dedue de la E. 4.5 la antidad de movimiento de este sistema de dos partíulas esonstante,
p1 + p2 = (m1 + m2)VCMy sus veloidades p′

1 y p′
2 respeto de un referenial SCM que se mueva on el CM del sistemasatisfaen p′

1 + p′
2 = 0. Empleando las Es. 4.15 y 4.16 on VCM = 0,

p′
1 = −p′

2 =
m1 m2

(m1 + m2)
vq = µvqen donde µ es la masa reduida, q = r1 − r2 y vq = dq/dt. Restando las Es. de movimiento4.19,

dvq

dt
= r̈1 − r̈2 =

(
1

m1
+

1

m2

)
F (q)

q

q
=

(m1 + m2)

m1 m2
F (q)

q

qobtenemos una euaión de movimiento simpli�ada,
µ

dvq

dt
= F (q)

q

q
(4.20)que orresponde a la de una partíula de masas µ que se mueve bajo la aión de la fuerza

F(q), respeto del sistema de CM. Junto on las Es. 4.17 y 4.18,
Ec =

µ

2
v2

q y LCM = q ∧ µvqse simpli�a el problema del movimiento de dos uerpos, resultando las distanias q = r1 − r2y las veloidades relativas vq = ṙ1 − ṙ2 las antidades relevantes.Empleando la E. 4.13 podemos omprobar que se onserva el momento inétio, LCM = cte.puesto que F(q) es paralelo a q. En onseuenia, el movimiento de las dos partíulas seenuentra on�nado en un plano perpendiular a LCM en el que están ontenidos los vetores
q = r1 − r2 y vq. En el aso de que la fuerza entral F sea además onservativa se tendrá
F = −∇U y también se onservará la energía del sistema 3.Al enontrarse el movimiento ontenido en un plano, (que podemos identi�ar on el (x, y))desomponemos la veloidad vq = vr + vθ en sus omponentes radial vr paralela al vetor
q = r1 − r2 y angular vθ perpendiular a la anterior (ver Pag. 5)

E = Ec + U(q) =
µ

2
v2

q + U(q) =
µ

2
(q̇2 + q2 θ̇2) + U(q) = cte (4.21)

LCM = µ q vθ = cte. (4.22)4.5.3. Leyes de KeplerA partir de las Es. 4.22 y 4.21 puede iniiarse el estudio del movimiento bajo ualquierfuerza entral que no es el objetivo del presente urso. Nos limitaremos al aso partiular delmovimiento planetario, donde F(q) será la E. 3.2 en el límite en que una de las dos masas3Ver la E. 9.12 del apítulo Complementos. 39



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridsea muho mayor que la otra. Si m2 = m ≪ m1 = M entones la masa reduida es µ ≃ my la posiión del CM es aproximadamente la de la masa mayor, RCM ≃ r2 donde podemossituar el origen del triedro SCM omo se muestra en la Fig. 4.4.Como hemos visto, el movimiento de la masa m ha de enontrarse ontenido en un plano quepase por el orígen O que haemos oinidir on el plano (x, y). Respeto de un triedro SCMsituado en M se onserva el momento inétio respeto de O omo se dedue de la E. 3.19.Uno de los primero éxitos de la meánia de Newton
rp(t)m

M

Z

X

YFigura 4.4: Orbita del planeta de masa
m alrededor de otro de masa M ≫ m.

(1642-1727) que publió sus Prinipia en 1687 fué ladeduión de las leyes de Kepler (1571-1630). Estasúltimas onstituyen una síntesis de las observaionesdisponibles hasta entones del movimiento de los uer-pos elestes. Para los planetas del sistema solar, Ke-pler onluyó que,1a Ley: Las trayetorias de los planetas del sistema solar son elipses on el sol en uno de susfoos.2a Ley: El área A(t) barrida por el radio vetor r(t) que va del sol a ada planeta de masa
m en la unidad de tiempo (denominada veloidad areolar) es onstante en el tiempo,

dA

dt
=

| Lo |
2m3a Ley: La relaión entre el período T de la órbita y el semieje a de la elipse es,

a3

T 2
=

GM

4π2La segunda ley es una onseuenia de la onservaión del momento inétio. Si onsideramosun intervalo ∆t pequeño omo se observa en la Fig. 4.5 podemos esribir,
r(t + ∆t) = r(t) + ∆ry omo se observa en la �gura 4.5 el área ∆A del triángulo

r (t)

∆r

90
o ϕ

∆( t+ t )r

mFigura 4.5: Dos posiiones suesi-vas de la órbita separadas un inter-valo de tiempo ∆t pequeño.
formado por estos tres vetores es,

∆A =
1

2
(base × altura)

∆A =
1

2
| r(t) | | ∆r | sen ϕ =

1

2
| r ∧ ∆r |de modo que dividiendo por ∆t y tomando el límite,

dA

dt
= ĺım

∆t→0

1

2

| r ∧ ∆r |
∆t

=
1

2
| r ∧ v |= | Lo |

2men donde Lo representa el momento inétio respeto de uno de los foos de la elipse que esonstante (E. 3.19 ) omo se desprende de las Figs. 4.4 y 4.6. Si T es el período de la órbita,40
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dA

dt
= cte =

A

T
=

π a b

T
.en donde a y b son los semiejes menor y mayor de la elipse 4.Para deduir la terera ley empleamos la onservaión de la energía (4.21) y del momentoinétio (4.22) entre dos puntos opuestos de la órbita: El más erano rm y mas alejado rx alplaneta mas pesado. En ellos se tienen respetivamente las veloidades máxima vx y mínima

vm que son además perpendiulares a sus respetivos vetores de posiión. Entones,
m vxrm = m vmrx

mv2
x

2
− GM m

rm
=

mv2
m

2
− GM m

rxEliminamos vx introduiendo v2
x = (vm rx)2/r2

m en la segunda euaión de la forma,
Z

X

Y
M

mA(t)Figura 4.6: Area A(t) de la elipse ba-rrida por el radio vetor r(t) de la Fig.4.4
v2
x − v2

m = (2GM)

[
1

rm
− 1

rx

]
> 0de donde operando,

v2
m

(
r2
x − r2

m

r2
m

)
= 2GM

rx − rm

rx rmresulta,
(vm rx)2 = 2GM

rxrm

rx + rm
(4.23)Podemos ahora introduir5 la relaión de rm y rx on los parámetros de la elipse rm = a − c,

rx = a + c y b2 = a2 − c2,
rxrm

rx + rm
=

(a − c) (a + c)

(a + c) + (a − c)
=

b2

2 ay omo por otra parte dA/dt = Lo/2m = (πab)/T tendremos vmrx = 2πab/T y substituyendoen 4.23 se obtiene �nalmente,
a3

T 2
=

GM

4π24.5.4. Choques de partíulasComo hemos visto, si la resultante de las fuerzas apliadas en el CM de un sistemade partíulas es nula (FT = 0) entones según la E. 4.5 tendremos dPCM/dt = 0 luego4Las propiedades de la elipse se enuentran en la pag. 91.5Ver Pag. 91. 41
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PCM = M VCM = cte. La antidad de movimiento del entro de masas del sistema es ons-tante y el triedro SCM será un sistema inerial.En onseuenia, si dos partíulas de masas m1 y m2 olisionan siendo FT = 0 sólo se enon-trarán sometidas a las fuerzas internas que existen entre ambas. Puesto que PCM es onstantepodremos esribir para dos instantes t antes y t′ después de la olisión

m1 v1 + m2 v2 = m1 v′
1 + m2 v′

2en donde (v1,v2) y (v′
1,v

′
2) son las veloidades antes y después del hoque. Respeto de unpunto �jo A en S tendremos para el momento inétio,

dLA

dt
=

d

dt

[
N∑

α=1

LAα

]
=

N∑

α=1

(rα − rA) ∧ (Fαe + FαI)y LA será un vetor onstante siempre que Fαe+FαI = 0 para todas las partíulas del sistema.Si haemos Fαe + FαI = FT = 0 en la E. 4.8 resultan WCM , Wα nulos y entre dos instantes
t antes y t′ después del hoque,

∆Ec =

[
m1v

2
1

2

]t′

t

+

[
m2v

2
2

2

]t′

t

= WintPuesto que en general Wint 6= 0 durante una olisión no tiene porqué onservarse la energíainétia de las partíulas que intervienen. Si se onserva la energía ∆Ec = 0 deimos que elhoque es elástio y uando en la olisión las partíulas experimentan transformaiones internastendremos ∆Ec < 0 y el hoque es inelástio. Si las dos partíulas quedan rígidamente unidasdespués de la olisión el hoque se denomina perfetamente inelástio.Para un hoque elástio (Wint = ∆Ec = 0) entre dos instantes t y t′ antes y después delhoque, tendremos,
m1 v1 + m2 v2 = m1 v′

1 + m2 v′
2

m1 (v2
1 − v′ 21 ) = m2 (v′ 22 − v2

2)Transformamos la primera euaión,
m1 (v1 − v′

1) = m2 (v′
2 − v2)y multipliamos esalarmente por v1 + v′

1 ambos miembros y después restamos ambas,
m2(v

′
2 − v2) · (v1 + v′

1) − m2(v
′
2 + v2) · (v′

2 − v2) = 0y para que esta euaión se umpla siempre ha de tenerse,
(v′

2 − v2) ·
[
(v1 + v′

1) − (v′
2 + v2)

]
= 0Finalmente obtenemos que en un hoque elástio, vq = (v1 −v2) = −(v′

1 −v′
2) = −v′

q o bien,
∆|v2 − v1| = 042



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia IEs deir, el módulo de la veloidad relativa de las partíulas que intervienen en un hoqueelástio no ambia en la olisión.Si el hoque es inelástio neesitamos más informaión para poderlo resolver puesto que
Wint = ∆Ec 6= 0. En el aso de una olisión perfetamente inelástia, si V es la veloidadonjunta de las dos partíulas después del hoque, podemos evaluar Wint = ∆Ec puesto que,

m1 v1 + m2 v2 = (m1 + m2)V

Wint = (m1 + m2)
V 2

2
−
[
m1

v2
1

2
+ m2

v2
2

2

]Introduiendo el valor de V de la primera euaión en la segunda resulta,
1

2

(
m2

1 v2
1 + 2m1m2 v1 · v2 + m2

2 v2
2

)
= Wint +

m1v
2
1

2
+

m1v
2
1

2y despejando Wint,
Wint =

1

2

[
m2

1

m1 + m2
− m1

]
v2
1 +

1

2

[
m2

2

m1 + m2
− m2

]
v2
2 +

m1m2

m1 + m2
v1 · v2on lo que se obtiene,

Wint = −1

2

m1m2

(m1 + m2)
(v2

1 + v2
2 − 2v1 · v2) = −µ | v1 − v2 |2= −1

2
µv2

qque es siempre negativo. No obstante, podríamos haber deduido diretamente este resultadode la E. 4.17 teniendo en uenta que puesto que VCM es onstante, la variaión de la energíainétia en el hoque es justamente,
∆Ec = −1

2
µv2

q = Wintpuesto que al quedar unidas las partíulas v′
q = 0.
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CAPÍTULO 5 Cinemátia de un sólido rígido
De�nimos un sólido rígido ideal omo un sistema onstituido por α = 1, 2, . . . ,N partíulasde masas mα que mantienen onstantes en el tiempo sus distanias relativas |rα − rβ | y que,por onsiguiente, es indeformable. Evidentemente se trata de una aproximaión válida parauerpos de nuestro entorno uyos ambios de forma y dimensiones bajo la aión de las fuerzasapliadas son pequeños. Puesto que en el aso de uerpos marosópios el número N departíulas es desomunal, vamos a generalizar previamente la de�niión del entro de masasde un sistema disreto de partíulas para un uerpo onsiderado omo un ontinuo. Tambiénintroduiremos el onepto de momento de ineria antes de desarrollar las euaiones delmovimiento del sólido rígido ideal en el apítulo 6.5.1. Centro de masas de un sólido rígidoCuando el número N de partíulas que omponen un

VS

S

OX

Z

Y

dV = dx dy dz

r

Figura 5.1: Elemento de volumen
dV del solido S.

uerpo marosópio es muy elevado es mas adeuado a-raterizarlos matemátiamente por magnitudes que varíande un modo prátiamente ontinuo en el espaio. Pode-mos de�nir su densidad, la masa por unidad de volumenomo,
ρ(r) = ĺım

δV →0

δM

δVdonde ρ(r) = ρ(x, y, z) es una funión ontinua en adapunto r del uerpo onsiderado. Como se india en la �gu-ra 5.1 la masa δM ontenida en un pequeño elemento devolumen δV sería δM = ρ(r) δV de modo que,
M =

∫

VS

dM =

∫

VS

ρ(r) dV44



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Isiendo dV = dx dy dz el elemento de volumen y la integral se extiende sobre el volumen VSdel sólido S. La densidad ρ(r) es una funión que �en general� tomará diferentes valores enada punto r del sólido y es nula (ρ(r) = 0) para puntos del espaio fuera de S. Cuando ladensidad es uniforme ρ(r) = ρo onstante toma el mismo valor en todos los puntos del sólidodeimos que éste es homogéneo.Para araterizar la posiión del entro de masas generalizamos las de�niiones de la página30 para un uerpo ontinuo empleando la densidad ρ(r). Sustituímos mα por dm = ρ(r) dVde modo que el vetor entro de masas resulta,
RCM =

1

M

N∑

α=1

mα rα → RCM =
1

M

∫

VS

r dm =
1

M

∫

VS

ρ(r) r dV (5.1)siendo sus tres oordenadas,
XCM =

1

M

∫

VS

ρ(r)x dV YCM =
1

M

∫

VS

ρ(r) y dV ZCM =
1

M

∫

VS

ρ(r) z dVAtendiendo a las araterístias del uerpo (plaas planas o alambres) resulta más senilloalular el CM introduiendo en las de�niiones anteriores la densidad de masa super�ial σ(r)(masa por unidad de super�e) o lineal λ(r) (masa por unidad de longitud) y los elementosde área dS = dx dy y de longitud dL,
δCβB

A
α

Figura 5.2: Solido om-puesto de tres partes(A,B,C) on tres tiposde partíulas (α, β, δ).
MS =

∫

S
dm =

∫

AS

σ(r) dSy asimismo,
ML =

∫

L
dm =

∫

LS

λ(r) dLObviamente las integrales están extendidas respetivamente sobreel área AS y la longitud LS del uerpo onsiderado, para una plaatendremos,
RCM =

1

MS

∫

AS

rσ(r) dS y en el aso del alambre, RCM =
1

ML

∫

LS

rλ(r) dL5.1.1. Cálulo de entros de masasEn el aso de sólidos homogéneos o uerpos ompuestos de varios sólidos homogéneos elálulo de la integral 5.1 se simpli�a y el entro de masas puede determinarse mediante laapliaión de unas reglas senillas. 45



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de MadridSi un sólido se ompone de varias partes, la posiión de su CM se obtiene onsiderandoada elemento omo una partíula puntual, uya masa es igual a la del elemento onsideradosituada en su orrespondiente entro de masas.Como se ve en la Fig. 5.2 la masa del uerpo será la suma de la de sus elementos,
M =

Nα∑

α=1

mα +

Nβ∑

β=1

mβ +

Nδ∑

δ=1

mδ = MA + MB + MCdonde Nα, Nβ y Nδ son el número de partíulas de ada espeie y la po-
A

HFigura 5.3: Sólido
A on un hueo H.

siión del entro de masas de ada uno de sus elementos será RA
CM ,RB

CMy RC
CM . Con la de�niión de entro de masas,

RCM =
1

M




Nα∑

α=1

mα rα +

Nβ∑

β=1

mβ rβ +

Nδ∑

δ=1

mδ rδ


y multipliando y dividiendo por la masa de ada una de las partes seobtiene,

RCM =
MA RA

CM + MB RB
CM + MC RC

CM

MA + MB + MCEsta expresión es equivalente a desomponer el sólido en varias partes y alular el entro demasas del onjunto omo si ada uno de sus bloques fuese una partíula puntual, situada enla posiión del CM orrespondiente, uya masa es igual a la de ada bloque.La posiión del entro de masas de un uerpo on un hueo se
P

S
Z

X

YFigura 5.4: Sólido simé-trio respeto del plano
P .

obtiene ombinando la posiión del CM del uerpo on la del hue-o, relleno éste on la misma densidad de masa que el resto peroasignándole una masa negativa.Si el hueo H del uerpo de la Fig. 5.3 estuviese relleno su masasería MH y la del onjunto M = MA + MH . La posiión del entrode masas RCM vendría dada por,
RCM =

MA RA
CM + MH RH

CM

Mdonde RH
CM representa la posiión del CM del hueo relleno. Si des-pejamos RA

CM que es el vetor que busamos.
RA

CM =
M RCM − MH RH

CM

M − MHComo vemos, esta expresión es equivalente a alular la posiión del CM del uerpo relleno
RCM más el del hueo RH

CM pero asignándole una masa MH negativa.46



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia ISi un sólido homogéneo tiene un plano de simetría, entones el entro de masas se enuen-tra en diho plano. Supongamos que el sólido de la Fig. 5.4 ompuesto por M partíulas
X=Y

Y

XX
CM

Y
CM

Figura 5.5: Centro demasas de una plaa pla-na de radio R.
es simétrio respeto del plano P que haemos oinidir on el plano
(X,Z) omo se observa en la Fig. 5.4.Puesto que el uerpo es simétrio N partíulas se enuentran a unoy a otro lado del plano P y Q partíulas estarán situadas sobre elplano X,Z, siendo M = 2N +Q. Por simetría, para ada una de las
N masas mα on oordenada yα a un lado del plano existirá otraigual en el lado opuesto, on oordenada −yα que será su imágenespeular. La oordenada Y es nula para las Q partíulas sobre elplano X,Z. Entones, para la oordenada YCM tendremos,

YCM =
1

M

N∑

α=1

mα yαEl entro de masas de un sólido homogéneo se enuentra en la interseión de sus ele-mentos de simetría.
YCM =

1

M

(
N∑

α=1

mα yα +

N∑

α=1

mα (−yα) +

Q∑

α=1

mα (yα = 0)

)
= 0Puede repetirse el mismo argumento para ualquier otro elemento de simetría, de modo que siun sólido homogéneo es simétrio respeto de dos planos, el entro de masas ha de enontrarseen el eje que forma la interseión de ambos. Podemos onluir que:Para situar el entro de masas de plaas planas o varillas homo-

X

X=YY

Y

X

CM

CMFigura 5.6: Centro demasas de una varilla ir-ular de radio R.
géneas podemos emplear el siguiente teorema, que no demostrare-mos1:Teorema de Papus-Guldin: Para una plaa de área A (o vari-lla de longitud L) la distania DCM del entro de masas a un ejeoplanario que no la orta satisfae,

2π DCM ×
[
A
L

]
=
[
Vg

Ag

]en donde Vg es el volumen (área Ag) engendrado por la plaa deárea A (varilla de longitud L) al girar en torno al eje.Ejemplos: En la plaa plana de la Fig. 5.5 de radio R y densidad super�ial de masa σouniforme ha de tenerse XCM = YCM por simetría. Imaginemos que la haemos rotar alrededordel eje X, utilizando el teorema anterior on DCM = XCM ,1La demostraión se enuentra en el Capítulo 17, seión II, pags. 230-232 de la Ref. [5℄. 47
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2π XCM ×

(
1

4
× πR2

)
=

[
1

2
×
(

4

3
π R3

)]luego, YCM = XCM =
4R

3πPara el uarto de írulo de alambre de radio R y densidad lineal de masa λo uniforme de laFig. 5.5 también tendremos por simetría XCM = YCM y rotándolo alrededor del eje X,
2π XCM ×

(
1

4
× 2πR

)
=

[
1

2
×
(
4πR2

)] y tendremos, YCM = XCM =
2R

π5.2. Momentos de ineriaLos momentos de ineria de un sólido se de�nen res-
y x

z

ρ(r ) dVdM =

dI z = dMD
2

X

Z

Y

dm

r

DFigura 5.7: Distania
D =

√
X2 + Y 2 del elementode volumen dM al eje Z.

peto de un elemento geométrio, si Dα es la distania dela partíula α al punto O (o distania a un eje E, o alplano P ) el momento de ineria IO respeto de diho pun-to (equivalentemente, IE respeto del eje o IP respeto delplano) es,
Io =

N∑

α=1

mα D2
α (5.2)Por su de�niión los momentos de ineria son siempre an-tidades positivas (I > 0) y aditivas. Si son alulados res-peto del mismo elemento (plano, eje o punto) el momentode ineria total es IT =

∑
i Ii, donde i india ada una delas partes en que se divide el uerpo.La E. 5.2 se generaliza para un sólido ontinuo de modo semejante a la del entro de masas,tomando dM = ρ(r) dV y dIo = D2 dM e integrando,

Io =

∫

VS

D2 dM =

∫

VS

ρ(r)D2 dVdonde de nuevo D representa la distania al punto, eje o plano (ver Fig. 5.7).La interseión de dos planos perpendiulares P y P ′ de�ne un eje E y tendremos obviamenteque IE = IP +IP ′ . Asimismo, la interseión de tres planos P,P ′ y P ′′ perpendiulares entre síde�ne un punto O, luego Io = IP +IP ′+IP ′′ . Si ada uno de los planos anteriores orresponde auno de los tres que forman el triedro S(O,X, Y,Z) multipliando por dos la euaión anterior,
2 Io = 2 IP + 2 IP ′ + 2 IP ′′48
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2 Io = (IP + IP ′) + (IP ′ + IP ′′) + (IP ′′ + IP )y resulta,

Io =
1

2
(Ix + Iy + Iz)

MR
22

5

R

E

E’

MR
2

E

E’

R

a b

E

E’

E’E
MR

21
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1
12
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2

E’

E

L

12
L
2

+ R
2

4
)(M

M
12

R  radio del cilindro

(a  + b  )
22

Figura 5.8: Momentos de ineria de algunos sólidos homogéneos alulados respeto del eje EE′indiado en ada �gura.5.2.1. Teorema de SteinerLos momentos de ineria de los sólidos homogéneos más
Z α Z ’αmα

P

P’

D
CM

Figura 5.9: Teorema de Steinerpara planos.
omunes se muestran en la Figura 5.8 y están aluladosrespeto de un eje que pasa por su entro de masas. Sinembargo, neesitamos on freuenia onoer el momentode ineria respeto de otro eje paralelo, para alularlo seemplea el teorema de Steiner.Como vemos en la Fig. 5.9 las distanias Zα y Z ′

α son lasdistanias de la partíula de masa mα a los planos P y
P ′ paralelos y separados una distania D. Se tiene Z ′

α =
Zα +D y el momento de ineria respeto del plano P ′ será,

IP ′ =

N∑

α

mα Z ′ 2
αSustituyendo la distania Z ′

α = Zα + D,
IP ′ =

N∑

α

mα Z2
α +

(
N∑

α

mα

)
D2 + 2D

(
N∑

α

mα Zα

)El primer sumando es el momento de ineria IP respeto del plano P y el terero es nulo porontener P el entro de masas on lo ual obtenemos (teorema de Steiner para planos), 49
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IP ′ = IP + M D2Podemos emplear este resultado para los dos ejes paralelos de-

P’

D

CM

P
P’’

E

E’

Figura 5.10: Teorema deSteiner para ejes.
�nidos por la interseión de los tres planos perpendiulares dela Fig. 5.10. Tendremos,

IE′ = IP ′ + IP ′′ y IE = IP + IP ′′restando ambas euaiones, IE′ − IE = IP ′ − IP = M D2 setiene el teorema de Steiner para ejes,
IE′ = IE + M D2Teorema de Steiner: El momento de ineria respeto de unplano P ′ (eje E′) es la suma del momento de ineria respeto de otro plano P (eje E) paraleloque ontenga al entro de masas, más el produto de la masa M del uerpo por la distania Dal uadrado entre ambos planos (ejes).

50



CAPÍTULO 6 Dinámia del sólido rígido
6.1. Movimiento de un sólido rígidoLa posiión de un sólido rígido ideal respeto de un triedro

X Y

Z

O

rα

r’α

Z’ 

Y’

X’ 

O’

roo’

mα

Figura 6.1: Triedro S′ que semueve on el sólido rígido S.

S(O,X, Y,Z) se enuentra ompletamente espei�ada si on-sideramos otro triedro S′(O′,X ′, Y ′, Z ′) que se mueve on elsólido y en donde las posiiones r′α de todas las α = 1, 2, . . . Npartíulas son onstantes en el tiempo omo se muestra en laFig. 6.1.La orientaión de los ejes de este triedro móvil S′ respeto del�jo S nos proporiona tres ángulos independientes que, juntoon las tres omponentes de la posiión rOO′ , resultan un totalde seis antidades que hemos de determinar para desribir sumovimiento.Puesto que el sólido rígido ideal es indeformable, las veloidadesde las partíulas en el triedro S′ son nulas (v′
α = 0) y susveloidades vα respeto de S pueden determinarse mediante laE. 2.6,

vα = vo′ + ΩS′S ∧ r′α (6.1)si onsideramos un segundo punto β del sólido tendremos r′α − r′β = rα − rβ luego,
vα = vo′ + ΩS′S ∧ [r′β + (rα − rβ)]

vα = vβ + ΩS′S ∧ (rα − rβ) (6.2)siendo vβ = vo′ +ΩS′S ∧ r′β . La E. 6.2 relaiona las veloidades respeto del triedro S de dospuntos ualesquiera del sólido 1.1Una relaión análoga se obtiene para las aeleraiones. Sobre este punto puede repasarse la seión 2.3.2en la pag. 12. 51



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de MadridLa veloidad angular ΩS′S en la E. 6.2 es la misma para todos los puntos α y β en adainstante de tiempo e independiente de la eleión del sistema oordenado S′ ligado al sólido.Todos los posibles triedros oordenados S′ que se mueven on el sólido giran en todo instantede tiempo alrededor de ejes que son paralelos entre sí on idéntia veloidad angular ΩS′S = ωque denominaremos veloidad angular del sólido.Si efetuamos el produto esalar on ω en ambos lados de la E. 6.2 entones vα · ω = vβ · ω.Es deir, la proyeión del vetor veloidad de todas las partíulas del sólido a lo largo de ladireión de la veloidad angular es la misma.En onseuenia, podemos onsiderar que un sólido rígido ideal es un sistema de partíulasuyas veloidades en el triedro S se enuentran relaionadas mediante la E. 6.2. Un ejemplode esta propiedad fué disutido en la Se. 2.3.2 uando analizamos el movimento de una barraque se mueve sobre un plano girando alrededor de uno de sus extremos.6.2. Movimiento del entro de masasPara el movimiento del entro de masas del sólido pode-

X Y

Z

O

Z’ 

X’ 

Y’
O’= CM

R CM

Figura 6.2:Movimiento del CM deun sólido respeto del triedro S.

mos emplear las Es. 4.5 y 4.6 que obtuvimos previamentepor tratarse de un sistema de partíulas. Para alular latrayetoria RCM del CM del sólido respeto de un triedro
S (no neesariamente inerial) tendremos,

M
dVCM

dt
=

N∑

α=1

(Feα + FIα) = FT (6.3)y para la energía inétia del CM,
[
M

2
V 2

CM

]b

a

=

∫ tb

ta

(FT · VCM ) dt

∆ECM =

∫
Rb

Ra

FT · dRCM = WCM (6.4)en donde FT será la resultante apliada en el CM de las fuerzas que atúan sobre el sólido.Hay que subrayar que las euaiones 6.3 y 6.4 son idéntias a las Es. 3.11 y 3.15 para la tra-yetoria r′(t) y energía inétia Ec de una partíula. En onseuenia, la dinámia de un puntomaterial ideal que analizamos en el Cap. 3 puede entenderse omo el estudio del movimientodel CM de un sólido donde hemos heho abstraión de sus dimensiones físias onsiderandosólo su movimiento de traslaión e ignorando sus movimientos de rotaión alrededor del CM.6.3. Momento inétio del sólido rígidoPara desribir los movimientos de rotaión del sólido hemos de onsiderar los momentosde las fuerzas apliadas en distintos puntos del mismo. Asimismo tendremos que introduiren la E. 4.11 la expresión que relaiona (E. 6.2) las veloidades de los distintos puntos delsólido.El momento inétio (E. 4.11) de un sistema de partíulas respeto de un punto A es,52
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LA =

N∑

α=1

(rα − rA) ∧ mα vαEn lo que sigue vamos a onsiderar dos eleiones partiu-
Z’ 

Y’

O’= Q

CM

X’ Figura 6.3: Movimiento on unpunto �jo Q ≡ O′ o pivote res-peto del que se mueve el CM .

lares para diho punto A, que será, o bién un punto �jo opivote (A ≡ Q) del sólido, o su entro de masas (A ≡ CM).Como se observa en las Figs. 6.2 y 6.3 el CM tiene veloi-dad nula respeto de S′ y en general VCM 6= 0 repeto de Smientras que el punto de apoyo Q (pivote) tiene veloidadnula vQ = 0 repeto de S′ y S.En la Fig. 6.1 vemos que para ualquier partíula α delsólido tenemos (E. 6.1),
r′α = rα − rAy las veloidades respeto de S se enuentran relaio-nadas mediante, vα = vA + ω ∧ (rα − rA) luego,

LA =
N∑

α=1

r′α ∧ mα [vA + ω ∧ r′α] =

(
N∑

α=1

mα r′α

)
∧ vA + +

N∑

α=1

mα r′α ∧ (ω ∧ r′α)Las dos eleiones anteriores para el punto A haen nulo el primer sumando, si A ≡ CM ,entones ∑α mα r′α = 0 y en el aso de ser un punto de apoyo o pivote (A ≡ Q) se tiene
vQ = vA = 0 on lo que resulta en ambos asos,

LA =

N∑

α=1

mα r′α ∧ (ω ∧ r′α) =

N∑

α=1

mα

(
|r′α|2 ω − (ω · r′α) r′α

) (6.5)Si desarrollamos esta euaión,
LA =

N∑

α=1

mα

[
r′ 2α ωx′ −

(
x′

α ωx′ + y′α ωy′ + z′α ωz′
)

x′
α

]
i′ +

N∑

α=1

mα

[
r′ 2α ωy′ −

(
x′

α ωx′ + y′α ωy′ + z′α ωz′
)

y′α
]

j′ +

N∑

α=1

mα

[
r′ 2α ωz′ −

(
x′

α ωx′ + y′α ωy′ + z′α ωz′
)

z′α
]

k′Podemos agrupar las tres omponentes de este vetor y para la oordenada X ′ resulta,
(LA)x =

(
N∑

α=1

mα (r′ 2α − x′ 2
α )

)
ωx′ −

(
N∑

α=1

mα x′
α y′α

)
ωy′ −

(
N∑

α=1

mα x′
α z′α

)
ωz′ 53



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridy expresiones análogas se enuentran para (LA)y y (LA)z . Puesto que d2
α = y′ 2α + z′ 2α es ladistania de mα al eje X ′ tendremos,

Ix′x′ =
N∑

α=1

mα (r′ 2α − x′ 2
α ) =

N∑

α=1

mα (y′ 2α + z′ 2α ) =
N∑

α=1

mα d2
α (6.6)que oinide on la expresión (E. 5.2) del momento de ineria respeto del eje X'. Asimismose de�nen los produtos de ineria omo,

Ix′y′ = −
N∑

α=1

mα x′
α y′α Ix′z′ = −

N∑

α=1

mα x′
α z′α (6.7)Pueden enontrarse expresiones análogas para las otras dos omponentes a lo largo de los ejes

Y ′ y Z ′. Todas estas de�niiones se generalizan onsiderando el sólido omo un medio ontinuoomo se hizo en la Pág. 48 mediante el ambio dM = ρ(r) dV ,
Ix′x′ =

∫

V
(y′2 + z′2) ρ(r′) dV ′y los produtos

Ix′y′ = −
∫

V
ρ(r′)x′ y′ dV ′ Ix′z′ = −

∫

V
ρ(r′)x′ z′ dV ′donde las integrales se toman sobre todo el volumen V del sólido.El vetor momento inétio es entones,

LA =
(
Ix′x′ ωx′ + Ix′y′ ωy′ + Ix′z′ ωz′

)
i′ +

(
Iy′x′ ωx′ + Iy′y′ ωy′ + Iy′z′ ωz′

)
j′ +

+
(
Iz′x′ ωx′ + Iz′y′ ωy′ + Iz′z′ ωz′

)
k′Esta última euaión puede esribirse de modo mas ompato omo LA = I • ω, utilizandonotaión matriial,




LA x′

LA y′

LA z′


 =




Ix′x′ Ix′y′ Ix′z′

Iy′x′ Iy′y′ Iy′z′

Iz′x′ Iz′y′ Iz′z′






ωx′

ωy′

ωz′


 (6.8)La matriz I se denomina tensor de ineria y de las de�niiones de sus elementos, los produtosde ineria (E. 6.7) y momentos respeto de los ejes, X ′, Y ′ y Z ′ (E. 6.6) es evidente que essimétria, Iij = Iji. Además, los elementos de la matriz I están evaluados en el triedro S′ ysólo dependen de la distribuión de las masas mα del sólido y no de su movimiento.Puede demostrarse que existe una eleión determinada del triedro S′ en la que el tensorde ineria I toma su forma más senilla reduiéndose a una matriz diagonal. Para estos ejespartiulares 2 denominados ejes prinipales de ineria, los produtos de ineria son nulos,

Iii > 0 e Iij = 0 para i 6= jTambién se demuestra la siguiente propiedad,Las direiones de los ejes prinipales de ineria en un sólido homogéneo seorresponden on la interseión de sus planos de simetría y la interseión de lostres ejes prinipales tiene lugar en el CM del uerpo.2Los detalles se estudiarán en ursos posteriores y son onseuenia de las propiedades matemátias deltensor de ineria. Sobre este punto puede onsultarse la seión 9.13.54



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia ILa E. 6.8 evidenia que los vetores LA y ω no son en general paralelos, inluso uandoel tensor de ineria I toma forma diagonal ya que los valores de Ix′x′ , Iy′y′ e Iz′z′ suelen serdiferentes. Si empleamos los ejes prinipales de ineria tendremos,
LCM = Ix′x′ ωx′ i′ + Iy′y′ ωy′ j′ + Iz′z′ ωz′ k

′ (6.9)6.4. Dinámia de rotaiónLas antidades que apareen en la expresión 6.8 para el momento inétio están expresadasen un triedro S′ que se mueve on el uerpo donde las oordenadas r′α de sus partíulaspermaneen onstantes en el tiempo. Vamos a emplear diho triedro S′ para enontrar unaeuaión para desribir la dinámia de rotaión del sólido.La derivada respeto del tiempo (dLA/dt)S = MA en el triedro S es igual (E. 3.20) a lasuma vetorial MA de los momentos MA,k respeto del punto A de las k = 1, 2, . . . P fuerzasapliadas al uerpo en los puntos r′k. Empleando la E. 4.13 podemos evaluar el valor de
(dLA/dt)S en el triedro S′,

MA =
P∑

k=1

MA,k =

(
dLA

dt

)

S

=

(
dLA

dt

)

S′

+ ω ∧ LA (6.10)Si tomamos ahora omo origen de S′ el CM del sólido y esogemos los ejes (X ′, Y ′, Z ′) a lolargo de los ejes prinipales de ineria del mismo, en la E. 6.10 on A ≡ CM resulta,
MCM =

(
dLCM

dt

)

S′

+ ω ∧ LCMPuesto que los oe�ientes del tensor de ineria I son onstantes en el triedro S′ substituyendola E. 6.9 resulta,
dLCM

dt
= Ix′x′

dωx′

dt
i′ + Iy′y′

dωy′

dt
j′ + Iz′z′

dωz′

dt
k′y el produto vetorial es,

ω ∧ LCM = (ωy′ Lz′ − ωz′ Ly′) i′ + (ωz′ Lx′ − ωx′ Lz′) j
′ + (ωx′ Ly′ − ωy′ Lx′)k′Finalmente, introduiendo las omponentes de LCM (E. 6.9) se llega al siguiente sistemade euaiones 3 para el movimiento de rotaión de un sólido,

Ix′x′

dωx′

dt
+ (Iz′z′ − Iy′y′)ωz′ ωy′ = Mx′ (6.11)

Iy′y′

dωy′

dt
+ (Ix′x′ − Iz′z′)ωx′ ωz′ = My′ (6.12)

Iz′z′
dωz′

dt
+ (Iy′y′ − Ix′x′)ωy′ ωx′ = Mz′ (6.13)3Son denominadas euaiones de Euler. 55



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de MadridSi se mantiene un punto �jo A ≡ Q (vQ = 0 respeto de S) durante el movimiento deluerpo no oiniden neesariamente el CM del sólido y el origen A del triedro S′ (ver Fig. 6.3)por lo que volviendo a la E. 6.10 tendremos,
MQ =

(
dLQ

dt

)

S′

+ ω ∧ LQ (6.14)donde LQ = I • ω y el punto Q ha de tomarse omo origen para el álulo de momentos yprodutos de ineria así omo de los momentos de las fuerzas apliadas. La relaión entre LQy LCM resulta de la E. 4.12,
LQ = LCM + (RCM − rQ) ∧ MVCMTanto en el aso del movimiento on un punto �jo (A ≡ Q) omo empleando el CM (A ≡ CM)el análisis general de las soluiones del sistema de euaiones 6.11-6.13 y 6.14 exeden el ámbitodel presente urso por lo que sólo estudiaremos el aso partiular del denominado movimientoplano.6.4.1. Energía inétiaCalulamos ahora la energía inétia Ec del sólido omo suma de las energías inétias deada uno de sus puntos de masa mα y veloidad vα = vA + ω ∧ r′α. De nuevo un punto A delmismo (orígen de S′) será el CM del sólido o un punto �jo Q,

Ec =

N∑

α=1

mα

2
v2
α =

N∑

α=1

mα

2
[vA + ω ∧ r′α] · [vA + ω ∧ r′α]

Ec =

(
N∑

α=1

mα

)
v2
A

2
+ vA · [ω ∧

(
N∑

α=1

mα r′α

)
] +

N∑

α=1

mα

2
|ω ∧ r′α|2El segundo sumando es nulo tanto si A es el CM (∑α mα r′α = 0) omo si es un pivote o unpunto en reposo (vQ = 0). Por último, si haemos C = ω ∧ r′α entones,

|ω ∧ r′α|2 = C · (ω ∧ r′α) = ω · (r′α ∧ C) = ω · (r′α ∧ [ω ∧ r′α])y la euaión para la energía inétia resulta,
Ec =

M v2
A

2
+

1

2
ω ·
(

N∑

α=1

mα r′α ∧ (ω ∧ r′α)

)donde el término entre paréntesis es justamente LA (término de la izquierda de Eq. 6.5) porlo que resulta �nalmente,
Ec =

M v2
A

2
+

1

2
ω · LA (6.15)De auerdo on las dos posibles eleiones para A esta euaión engloba dos asos diferen-tes. Si A es el entro de masas,

Ec = M
2 V 2

CM + 1
2 ω · LCM (A ≡ CM) (6.16)56



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia IEl primer sumando representa la energía inétia de translaión del CM del sólido y el segundola energía inétia de rotaión alrededor del CM del mismo. Cuando A es un punto Q en reposorespeto de S entones vQ = 0 y se redue a,
Ec = 1

2 ω · LQ (A ≡ Q en reposo en S) (6.17)no hay energía de translaión de Q sino exlusivamente de rotaión alrededor del pivote opunto �jo.6.4.2. Euaión de la energíaSi derivamos respeto del tiempo la e. 6.15 tendremos,
dEc

dt
=

d

dt

(
Mv2

A

2

)
+

1

2

(
dω

dt

)

S

· LA +
1

2
ω ·
(

dLA

dt

)

S

(6.18)y vamos a ver que los dos últimos sumandos son iguales. Empleando la E. 2.4 on q ≡ LAresulta evidente que ω · (dLA/dt)S = ω · (dLA/dt)S′ , además,
ω ·
(

dLA

dt

)

S′

=
∑

i

ωi

(
LA,i

dt

)

S′

=
∑

i

ωi

∑

j

d

dt
(Iij ωj)Como el tensor de ineria es simétrio (Iij = Iji) y sus omponentes son onstantes en eltiempo en S′,

ω ·
(

dLA

dt

)

S′

=
∑

i

∑

j

ωi Iij

(
dωj

dt

)

S′

=
∑

j

(
dωj

dt

)

S′

∑

i

ωi Iji =
∑

j

(
dωj

dt

)

S′

LA,jFinalmente, omo las derivadas de ω respeto del tiempo (E. 2.5) son iguales en S y S′,
ω ·
(

dLA

dt

)

S′

=

(
dω

dt

)

S′

· LA =

(
dω

dt

)

S

· LAsustituyendo en la E. 6.18 resulta,
dEc

dt
=

d

dt

(
Mv2

A

2

)
+ ω ·

(
dLA

dt

)

Sy omo (dLA/dt)S = MA �nalmente,
dEc

dt
=

d

dt

(
Mv2

A

2

)
+ ω ·MA (6.19)Ahora examinamos las dos posibles eleiones para el punto A:

• Cuando tomamos un punto �jo A ≡ Q en la E. 6.19 omo vQ = 0 tendremos,
∆Ec =

[
ω · LQ

2

]tb

ta

=

∫ tb

ta

ω · MQ dt (A ≡ Q en reposo en S) (6.20) 57



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridy el ambio de la energía inétia será debido exlusivamente al momento delsistema de fuerzas apliadas al sólido MQ alulado respeto del punto en reposo
Q en este aso.
• Si A ≡ CM en la E. 6.19 podemos emplear las Es. 6.4 y 6.10 para sustituir lasderivadas respeto del tiempo,

dEc

dt
= FT ·VCM + ω ·MCMque integrada respeto del tiempo nos proporiona la variaión de la energía iné-tia ∆Ec del sólido entre dos instantes,

∆Ec =

[
MV 2

CM

2
+

ω · LCM

2

]tb

ta

=

∫
Rb

Ra

FT · dRCM +

∫ tb

ta

ω ·MCM dt (A ≡ CM) (6.21)El primer sumando orresponde al trabajo WCM de la resultante de las fuerzasapliadas al uerpo FT en el CM (E. 6.4) y el segundo el trabajo efetuado por elmomento MCM del sistema de fuerzas apliadas al uerpo alulado respeto delCM.Podemos omprender el signi�ado del trabajo del momento del sistema de fuerzas apliadasal sólido mediante otro argumento equivalente. Reemplazando en la E. 6.19 el momento MApor su expresión (E. 4.13) en el produto ω · MA,
dEc

dt
=

d

dt

(
Mv2

A

2

)
+ ω ·

[
N∑

α=1

r′α ∧ (Feα + FIα)

]operando el paréntesis,
ω · [r′α ∧ (Feα + FIα)] = (ω ∧ r′α) · (Feα + FIα)y omo ω ∧ r′α = vα − vA (E. 6.2) resulta,

dEc

dt
=

d

dt

(
Mv2

A

2

)
+

N∑

α=1

(Feα + FIα) · (vα − vA)De nuevo hay que examinar los dos asos posibles para el punto A,
• Si es un punto A ≡ Q en reposo vQ = 0,

dEc

dt
=

N∑

α=1

(Feα + FIα) · vαSi integramos esta euaión entre dos instantes de tiempo ta y tb y utilizamos lae. 6.17,
∆Ec =

[
1

2
LQ · ω

]tb

ta

=
N∑

α=1

∫
rα b

rα a

(Feα +FIα) ·drα (A ≡ Q en reposo en S ) (6.22)58



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia ILa variaión de la energía inétia del sólido es igual a la suma de los trabajos delas fuerzas apliadas sobre ada partíula α del sólido. Esta expresión es idéntia ala E. 6.20 anterior solo que el trabajo de las fuerzas apliadas aparee igual que enla de�niión anterior del trabajo de una fuerza (E. 3.12) donde las posiiones rα setoman respeto del punto Q. Como vemos, este trabajo puede alularse mediantela E. 6.22 o empleando el momento del sistema de fuerzas MQ omo en la E.6.20. • Si onsideramos el entro de masas, (A ≡ CM) omo wα = vα − VCM esla veloidad de las partíulas relativas al triedro del CM entones,
dEc

dt
=

d

dt

(
MV 2

CM

2

)
+

N∑

α=1

(Feα + FIα) ·wαe integrando en el tiempo,
∆Ec =

[
MV 2

CM

2

]tb

ta

+
N∑

α=1

∫
rα,b

rα,a

(Feα + FIα) · dsα (A ≡ CM) (6.23)La variaión de la energía inétia es entones igual a la de traslaión del entro demasas más la suma de los trabajos de las fuerzas apliadas sobre ada partíula αque se alulan empleando las posiiones sα relativas al entro de masas. Podemossustituir en esta euaión la variaión de la energía inétia del CM por el trabajode las fuerzas (E. 4.6) y la variaión de la energía inétia del CM por la E. 6.16,
∆Ec =

[
M

2
V 2

CM +
1

2
ω · LCM

]tb

ta

=

=

∫
Rb

Ra

FT · dRCM +
N∑

α=1

∫
rα,b

rα,a

(Feα + FIα) · dsα (A ≡ CM) (6.24)Finalmente, si eliminamos en esta última euaión la energía inétia del CMpuesto que se anela on el trabajo de la resultante FT y resulta para la energíade rotaión,
[
1

2
ω · LCM

]tb

ta

=

N∑

α=1

∫
rα,b

rα,a

(Feα + FIα) · dsα =

∫ tb

ta

ω ·MCM dtEsta última euaión es análoga a la energía de rotaión alrededor de un punto�jo (E. 6.22) en la que el momento inétio se toma respeto del CM del sistema.Podemos entones entender la E. 6.24 omo la suma de una energía de translaióndel CM del sólido más la energía inétia de rotaión alrededor del CM. La primeraes debida al trabajo de la resultante en el CM de las fuerzas apliadas FT mientrasque a la energía de rotaión ontribuyen los trabajos respeto del CM de las fuerzasapliadas sobre ada partíula individual .6.5. Movimiento planoEl movimento plano de un sólido rígido es un aso partiular del movimiento general deun sólido en el espaio. De�nimos el movimiento plano de un sólido omo aquel en el que en59



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridtodo instante de tiempo la direión de la veloidad angular del sólido ω se mantiene paralelaa una direión �ja y para toda partíula α del mismo se tiene también que ω · vα = 0 .Si tomamos la direión de ω omo eje Z los versores k y k′ serán siempre paralelos, ymultipliando esalarmente por ω = ωz k = ωz′ k
′ en ambos lados de la E. 6.2, tendremos

k ·vα = k ·vβ = 0. En onseuenia, las trayetorias de todos los puntos del sólido son urvasontenidas en planos paralelos entre sí y perpendiulares al eje Z.Un ejemplo de movimiento plano se muestra en la Fig. 6.4 en donde el sólido S gira alrededorde un eje EE′ que no es eje prinipal de ineria (no ontiene al CM). Todas sus partíulas semueven en planos perpendiulares a la veloidad angular ω paralela al eje de rotaión, dondeapareen las reaiones Rz, Ry y Rx, ésta última perpendiular al papel.De la de�niión del movimiento plano tendremos ωx′ = ωy′ = 0 y empleando la E. 6.8,
LA = Ix′z′ ωz′ i

′ + Iy′z′ ωz′ j
′ + Iz′z′ ωz′ k

′ = (Ix′z′ i + Iy′z′ j + Iz′z′ k)ωz′ (6.25)donde los produtos de ineria Ix′z′ y Iy′z′ no son nu-
Rz

Ry

Ry

S
CM

E

E’

Mg

Z

Y

zω

Figura 6.4: El sólido S rota sin roza-miento alrededor del eje Z paralelo al
EE′.

los en general puesto que el sólido no tiene porquérotar alrededor de un eje prinipal de ineria. Para elmovimiento del CM (E. 4.5) tendremos,
M

dVCM

dt
=

N∑

α=1

(Feα + FIα) = FTsiendo (FT )z = 0. Con el momento inétio LA de laE. 6.25 para la dinámia de la rotaión (E. 6.10),
ω ∧ LA = ω2

z′ Ix′z′j
′ − ω2

z′ Iy′z′ i
′y las euaiones de Euler 6.11, 6.12 y 6.13 son lassiguientes,

Ix′z′
dωz′

dt
− Iy′z′ ω

2
z′ = MA x′ (6.26)

Iy′z′
dωz′

dt
+ Ix′z′ ω

2
z′ = MA y′ (6.27)

Iz′z′
dωz′

dt
= MA,z′ (6.28)Empleando 6.25 en el movimiento plano tendremos LA · ω = Iz′z′ω

2
z′ on lo que la expresión6.15 para la energía inétia se simpli�a,

Ec =
M V 2

A

2
+

1

2
Iz′z′ ω

2
zDe nuevo hemos de espei�ar una eleión para el punto A que puede ser de nuevo el CM delsistema o un punto �jo Q del movimiento que en el aso de la Fig. 6.4 puede ser ualquiera alo largo del eje EE′.60



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia ILa euaión de la energía 6.21 para el CM del sólido resulta ser ahora,
∆Ec =

[
MV 2

CM

2
+

Iz′z′ ω
2
z′

2

]tb

ta

=

∫ tb

ta

FT · dRCM +

∫ tb

ta

(MCM )z ωz dt (A ≡ CM)y respeto de un punto �jo Q del sólido la E. 6.22 es simplemente,
∆Ec =

[
Iz′z′ ω

2
z′

2

]tb

ta

=

∫ tb

ta

(MQ)z′ ωz′ dt (A ≡ Q en reposo en S)Si multipliamos por ωz′ = dθ/dt e integramos entre dos instantes de tiempo ta y tb tendremos,
[
Iz′z′ ω

2

2

]tb

ta

=

∫ θb

θa

Mz′ dθ (6.29)en donde θa y θb son los ángulos que orresponden al giro del sólido alrededor del eje Z entredihos instantes. Las euaiones 6.26 y 6.27 permiten determinar las reaiones Rx y Ry (verFig. 6.4) a partir de los momentos orrespondientes una vez que hemos enontrado ωz′(t).6.5.1. Rodadura planaUn ejemplo importante de movimiento plano es el de un sólido de seión irular de radio
R sobre una super�ie plana, omo se muestra en la Fig. 6.5. Respeto a unos ejes ligados ala super�ie la veloidad del entro de masas C del diso será VCM = VCM i y la veloidad yaeleraión del punto de ontato C en unos ejes ligados al diso son,

X

Y

Rc

FR

R

N

CM

C

ω

Figura 6.5: Rodadura plana.
vc = VCM + ω ∧Rc = (VCM − ω R) i (6.30)
ac = ACM +

dω

dt
∧ Rc + ω ∧ (ω ∧ Rc)

ac =
d

dt
(VCM − ω R) i + ω2 R jCuando vc 6= 0 se die que el diso desliza aunque engeneral tengamos ω 6= 0 y la fuerza de rozamiento es entones FR = −µN , que ha de seropuesta a la veloidad del punto C. Por el ontrario uando vc = 0 entones VCM = ω R,deimos que el diso rueda y el rozamiento ha de ser menor que el de deslizamiento, |FR| < µN .Nótese que la aeleraión del punto de apoyo ac 6= 0 es siempre no nula, tanto uando ruedaomo uando desliza. Es obvio que el trabajo de la fuerza de rozamiento FR ·vc < 0 ha de sernegativo para que el sistema pierda energía.Las euaiones de movimiento de translaión del CM del sistema son,

M
dVx

dt
= (FT )x M

dVy

dt
= (FT )y 61



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridmientras que la E. 6.28 para la rotaión alrededor del CM es,
Iz′z′

dωz′

dt
= (MCM )z′Para estudiar el movimiento a partir de un instante, suponemos que hay rodadura (VCM = ω R)y resolvemos el sistema de euaiones tomando la direión de FR on sentido arbitrario y siresulta |FR| < µN entones nuestra hipótesis iniial es orreta. En aso ontrario existedeslizamiento on lo que FR = µNEjemplo : Vamos a analizar el movimiento del diso de la �gura 6.6 de masa M que parte enel instante iniial t = 0 on veloidad VC = Vo i y veloidad angular ω = ωo k. Para el punto

Q tendremos,
FR

R

N

Q QR
C

V

X

Y

ωo

o

Figura 6.6: El diso desliza en el ins-tante iniial.
VQ = (Vo + ωo R) ide modo que Vo + ωo R 6= 0 y el diso iniialmentedesliza. La E. 4.5 para el movimiento del CM será,

M
dVcx

dt
= −FR

M
dVcy

dt
= 0 = N − M g

FR = µ NIniialmente vQ 6= 0 y el punto Q al rozar on el suelo le hae perder energía inétia al disoy para la rotaión (E. 6.28 on Ix′z′ = Iy′z′ = 0) tendremos
Iz′z′

dω

dt
= R ∧FR = −R FR ky puesto que las fuerzas son onstantes en el tiempo podemos integrar las euaiones,

Vcx = Vo − µ g t ω = ωo −
2µg

R
tLa veloidad Vcx(t) del entro del diso y su veloidad angular dereen en el tiempo a partirde su valor iniial por lo que en algún instante tc se ha de tener que Vc + ω R = 0 y el disoha de pasar de deslizar a rodar. Substituyendo los valores anteriores enontramos que,

tc =
Vo + ωo R

3µgA partir de este momento la euaión para el rozamiento FR = µ N deja de ser válida y hade reemplazarse por la ondiión de rodadura VQ = 0. El movimiento del diso para t > tctiene omo ondiiones iniiales las veloidad angular ωc y del CM del diso Vc en el instante
tc uando se iniia el nuevo movimiento,

Vc =
2Vo − ωoR

3
y, ωc = −2Vo − ωoR

3R
= −Vc

R62



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia ISi en t = 0 se tiene Vo > ωoR/2 la veloidad iniial del CM del diso en t = tc es Vc > 0 yse moverá en el sentido positivo del eje X. Ha de ambiar entones el sentido de la veloidadangular y ωc < 0 por lo que el diso rotará en sentido ontrario al que se india en la Fig. 6.6.Si por el ontrario Vo < ωoR/2 se mantendrá en t = tc el sentido iniial de ω pero se invierteel de la veloidad del CM, Vc < 0 por lo que el diso vuelve rodando.6.6. EstátiaHablamos de una posiión de equilibrio de un sólido rígido uando las fuerzas exteriores yde ineria que atúan sobre el mismo no son funiones pre�jadas del tiempo y sus momentosrespeto de un ierto punto Q forman un sistema de vetores deslizantes nulo,
N∑

α=1

(Feα + FIα) = 0
N∑

α=1

(rα − rQ) ∧ (Feα + FIα) = 0En estas irunstanias, si un sólido se enuentra en esta posiión on VCM = 0 y Ω = 0 enun ierto instante entones dihos vetores serán nulos inde�nidamente.En general, para un sistema de partíulas de masas mα donde α = 1, . . . N el equilibriorequiere que en un instante las veloidades vα sean nulas en una posiión donde se umplaque,
N∑

α=1

Feα + FIα +
∑

β

Fαβ = 0para toda partíula α.Deimos que un estado de equilibrio es estable uando sometido a una pequeña perturba-ión el sistema osila alrededor la posiión del equilibrio iniial o inestable en aso ontrario.Para una partíula sometida a una fuerza onservativa F = −∇U(r) los puntos donde U(r) esmínimo serán puntos de equilibrio estable. Una partíula iniialmente en reposo en un punto
ro donde U(ro) es máximo permaneerá on v = 0 inde�nidamente y si la desplazamos dediha posiión una distania |δr|, o equivalentemente, inrementamos su energía potenial unaantidad δU pequeña, se verá sometida a una fuerza reuperadora que tenderá a devolverla ala posiión ro. Si su energía E = Ecin(t) + U(t) se onserva la partíula osilará alrededor delpunto de equilibrio ro y tendremos,

U(ro) ≤ U(t) ≤ U(ro) + δUCuando δU es pequeño, el sistema permanee era del punto de equilibrio y si δU = 0hay equilibrio. En ambio, si su energía E = Ecin(t) + U(t) deree en el tiempo efetuaráosilaiones de amplitud dereiente hasta detenerse.Los punto donde U(r) presenta un máximo son de equilibrio inestable, una partíula enreposo en diho punto permaneerá allí inde�nidamente ya que la fuerza que atúa sobre ellaes nula. Sin embargo, si la alejamos de diho punto una distania |δr| la fuerza que atúa sobreella tenderá a alejarla ada vez mas de diha posiión de equilibrio inestable.
63



CAPÍTULO 7 Movimiento osilatorio
7.1. El osilador armónio simpleVamos a estudiar el movimiento sin rozamiento en una dimensión de un bloque de masa
m unido a una pared por un muelle omo el de la Fig. 3.3. Como vimos en la página 18 lafuerza que ejere viene dada por la ley de Hooke Fm = −K (x−Lo) de modo que su euaióndel movimiento es,
Xmax = Lo+ A

= L oX

− AXmin = Lo

oV 0

ϕ = 0

Xo L o
= 

=
0

t = 0 

tiempo

= π/2ϕ

Vo = 

Xo L o 0=
0

Figura 7.1:Movimiento osilatorio parados ondiiones iniiales diferentes.

m
d2x

dt2
+ K (x − Lo) = 0y las soluiones de esta euaión diferenial se obtie-nen haiendo primero el ambio de variable s(t) =

x(t) − Lo de modo que s̈(t) = ẍ(t),
m

d2s

dt2
+ K s = 0. (7.1)Puede omprobarse que las soluiones de esta euaión(osilador armónio) son de la forma,

s(t) = A sen(ωo t + ϕ)y deshaiendo el ambio de variable,
x(t) = Lo + A sen(ωo t + ϕ)donde ωo =

√
K/m = 2π/To es la freuenia y To el periodo del movimiento osilatorio quetiene lugar entre xmax = Lo + A y xmin = Lo − A omo se india en la Fig. 7.1.Si alulamos ẋ(t) = ωoA cos(ωo t + ϕ) y partiularizamos las funiones en el instante t = 0siendo x(0) = xo y ẋ(0) = vo, 64



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia I
xo = Lo + A sen(ϕ) vo = ωoA cos(ϕ) (7.2)vemos que la amplitud A y la fase ϕ vienen determinadas por la veloidad vo y posiión xoiniiales del movimiento 1.En la Fig. 7.1 se ha representado las soluiones para dos situaiones diferentes. Cuando en elinstante iniial to = 0 alejamos el osilador de su posiión de equilibrio tendremos xo −Lo 6= 0y si en este punto parte del reposo (vo = 0) en las euaiones 7.2 resultará ϕ = π/2 y

A = xo − Lo. La soluión en este aso es la funión,
P 0=

/ K2Eo
/ K2Eo

L o A L o A

2E1EoE b

b

aa

L oX = 

o

o

2m E+=P

2m E−=P

+−L o
L o

Q

p=mv

X

Figura 7.2: Elipses de energía onstante reorri-das por la reta OQ en el sentido indiado.

x(t) − Lo = (xo − Lo) cos(ωo t)y omo se ve en la Fig. 7.1 parte en t = 0on pendiente (veloidad) nula ẋ(0) = vo.En ambio, si se enuentra en la distania deequilibrio del osilador xo = Lo y le omu-niamos una veloidad iniial vo 6= 0 obten-dremos ϕ = 0, A = vo/ωo y entones,
x(t) = Lo + (vo/ωo) sen(ωo t)El movimiento parte entones del punto de equilibrio xo = Lo on pendiente iniial (veloidad)no nula. Para el aso más general obtenemos a partir de 7.2,

A2 = (xo − Lo)
2 +

v2
o

ω2
o

tan(ϕ) = (xo − Lo)
ωo

vo
(7.3)que permiten determinar A y ϕ a partir de dos ondiiones iniiales (xo, vo) ualesquiera.Como vemos, para alejar la masa m de su estado de equilibrio hay que omuniarle unaenergía iniial Eo, bien en forma de energía potenial elástia (xo 6= Lo, vo = 0), bien aportandouna energía inétia iniial (xo = Lo, vo 6= 0) o una ombinaión de ambas.No obstante, el movimiento siempre será osilatorio on periodo To = 2π/ωo y para unaveloidad y posiión iniial ualesquiera (xo, vo) su energía iniial será,

Eo =
m v2

o

2
+

K

2
(xo − Lo)

2 (7.4)y puesto que no existe rozamiento es onstante en todo instante,
E(t) =

p2(t)

2m
+

K

2
(x(t) − Lo)

2 = Eo1Como ya hemos visto en las Pags. 14 y 87 para determinar las onstantes A y ϕ neesitamos onoer laposiión y veloidad en un instante ualquiera t = to pero tomamos aquí t = 0 para simpli�ar. 65



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madriddonde p(t) = m v(t) es la antidad de movimiento. Mediante un ambio de variable esta últimaeuaión resulta ser la de una elipse en el plano (x, p) 2 omo muestra la Fig. 7.2,
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Figura 7.3: Posiión x(t) y antidad de movimiento p(t)para el movimiento osilatorio a lo largo de la elipse deenergía onstante Eo.

enuentran las siguientes relaionesentre los parámetros de la elipse ylos del movimiento osilatorio,
p2 → (y − yo)

2 b2 → 2mEo

(x − Lo)
2 → (x − xo)

2 a2 → 2Eo/KFijada la energía Eo todas las po-siiones x(t) y veloidades v(t) queson soluión de la euaión de mo-vimiento del osilador armónio 7.1han de enontrarse a lo largo de laelipse que representa la urva deenergía E = Eo onstante de laFig. 7.2. Como vemos el valor de laenergía iniial Eo = E(t) determi-na el tamaño de la elipse que dismi-nuye para energías menores E2 <
E1 < Eo.Podemos onebir el movimiento delosilador armónio omo el de un punto Q que reorre diha urva en el urso del tiempo omose india en la Fig. 7.3. Partiendo de un punto iniial determinado por las ondiiones iniia-les (xo, po) que �jan la energía Eo el punto Q reorre la elipse on un período onstante To.Como muestra la Fig. 7.2 el tiempo que tarda la reta OQ en reorrer las elipses de energíaonstante Eo > E1 > E2 es siempre el mismo. Esto es debido a que el período del movimiento

To = 2π
√

m/K que no depende de la energía iniial sino del valor de la onstante elástia Ky la masa m.Como se observa en la Fig. 7.3, las proyeiones de la posiión de Q sobre ada eje (x(t), p(t))representan las posiiones y la antidad de movimiento en ada instante. Todos los puntos
(xo, po) situados sobre la elipse on Eo onstante dan lugar al mismo movimiento osilatoriopero on diferentes ondiiones iniiales, es deir, on diferentes fases determinadas por lasEs. 7.3.Finalmente, podemos alular el promedio temporal de la energía potenial y inétia queresultan ser iguales en un semiperiodo,

1

(To/2)

∫ to+(To/2)

to

m v2

2
dt =

1

(To/2)

∫ to+(To/2)

to

U dt =
m

4
ω2

o A2 =
1

2
Ep,max2Las propiedades de la elipse pueden onsultarse en la Pag. 91.66



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia I7.2. El péndulo simpleLas osilaiones de pequeña amplitud de una masa que uelga de un punto (péndulo simple)omo el de la Fig. 7.4 son análogas al movimiento de un osilador armónio. Podemos emplearlas relaiones que enontramos para el movimiento irular (Pág. 3) puesto que la trayetoriadel punto P de masa m es una irunferenia de entro O y uyo radio es la longitud L delhilo. La posiión r(t), veloidad v(t) y aeleraión a(t) de P son,
r(t) = Lur v(t) = L θ̇ uθ a(t) = L θ̈ uθ − L θ̇2 urLa tensión del hilo es T = −T (θ)ur y el peso P = mg i que expresaremos en sus omponentes(ver la Fig. 7.4) a lo largo del hilo (paralela a ur) y perpendiular (paralela a uθ) mediante latransformaión,

i = cos θ ur − sen θ uθ j = sen θ ur + cos θ uθObtenemos las siguientes euaiones de movimiento,
m L θ̈ = −mg sen θ

m L θ̇2 = T (θ) − mg cos θ (7.5)Las inógnitas de este sistema de euaio-
r
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Figura 7.4: El péndulo simple on el sistema deoordenadas empleado.
nes difereniales son la amplitud de osila-ión θ(t) en radianes y T (θ) que es funiónimplíita del tiempo y representa el valor dela tensión del hilo.Enontrar una soluión general del sistema7.5 es difíil salvo que efetuemos la aproxi-maión de osilaiones pequeñas. Si la máxi-ma amplitud Lθm que alanza P durante sumovimiento es pequeña frente a la longituddel hilo L ≫ Lθm de modo que todos los án-gulos θ(t) sean pequeños θm ≪ 1 . Podemosentones desarrollar en serie de potenias 3las funiones trigonométrias en 7.5,

sen(θ) = θ − θ3

3!
+ · · · ≃ θ cos(θ) = 1 − θ2

2!
+ · · · ≃ 1 − θ2

2Despreiando los términos del desarrollo en serie on potenias superiores a θ3 por ser muypequeños, el sistema de euaiones se simpli�a,
m L θ̈ = −mg θ

m L θ̇2 = T (θ) − mg cos θLa primera euaión para θ̈(t) del sistema anterior es análoga a la del osilador armónio,
θ̈ +

g

L
θ = 03Sobre los desarrollos de funiones en serie de potenias de una funión puede onsultarse la Pág. 89 67



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madridon ωo =
√

g/L on período de osilaión To = 2π
√

L/g. Su soluión es lo mismo que antes
θ(t) = θm sen(ωo t + ϕ) donde la amplitud θm y la fase ϕ han de determinarse a partir de lasondiiones iniiales del movimiento mediante las Es.7.3. Introduiendo la aproximaión parael oseno en la segunda euaión obtenemos para la tensión,

T (θ) ≃ m L θ̇2 + m g

(
1 − θ2

2

)que depende de la soluión θ(t) de la primera euaión. Para simpli�ar de�nimos la fase
φ = ωo t + ϕ y sustituimos,

T (φ) = m g + m Lω2
o θ2

m cos2(φ) − m g

2
θ2
m sen2(φ)

T (φ)

m g
=

(
1 − θ2

m

2

)
+

3 θ2
m

2
cos2(φ)y �nalmente,

T (φ)

m g
=

[(
1 +

θ2
m

4

)
+

3 θ2
m

4
cos(2φ)

]Hay que subrayar que la tensión es siempre positiva T (t) > 0 y que, puesto que el movimientodel péndulo es simétrio respeto de la vertial, su freuenia será 2ωo, el doble que la de θ(t)y su período la mitad. Este heho puede observarse en la Fig. 7.5 don-
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Figura 7.5: Tensión T (φ) y amplitud
θ(φ) del péndulo en funion de la fase
φ = ωo t + ϕ.

de se han representado en funión de la fase φ =
ωo t + φ para θm = 1 los valores de las amplitu-des θ(t) = sen(φ) y del oiente T (φ)/m g, pro-porional a la tensión. Como puede observarse latensión es siempre positiva mientras que la am-plitud ambia de signo y su período de osilaiónes el doble.En la Fig. 7.5 el valor de T (t) es máximo uandoel péndulo pasa por la vertial θ = 0 y alanzaun valor mínimo para ±θm. Es deir, el mínimovalor de la tensión se alanza dos vees en adaperíodo de osilaión.La tensión T no hae trabajo puesto que Ty dr son perpendiulares, luego T · dr = 0 enla E. 3.12 y en onseuenia ∆Ec = −∆Upot.Si alulamos la energía potenial respeto de laposiión mas baja de P para un valor genériodel ángulo θ,

Upot = mg h = mg L (1 − cos θ)68



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Iy su energía total será onstante y de valor,
E =

m

2
L2 θ̇2 + mg L (1 − cos θ)Finalmente, si en esta euaión introduimos el desarrollo en serie para el oseno despreiandolas potenias iguales o supriores a θ3 tendremos,

E ≃ m

2
L2θ̇3 +

m

2
g L θ2 =

m

2
v2 + m

g

2L
s2luego,

E =
m

2
v2 +

K2

2
x2donde x = Lθ es el espaio que reorre la partíula y v = dx/dt = Lθ̇ su veloidad. Reupe-ramos la expresión (E. 7.4) para la energía de un osilador armónio de masa m, onstante

K = m ω2
o = m g/L y longitud natural Lo nula.7.3. El péndulo físioEl péndulo físio es un sólido rígido que osila sin ro-

Y
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CM

D

θ
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uθFigura 7.6: El péndulo físio.

zamiento bajo la aión de la gravedad alrededor de un eje�jo. Este movimiento es un ejemplo de movimiento planode un sólido (ver Pág. 59) en el que el entro de masas des-ribe una trayetoria irular alrededor del punto O omose india en la Fig. 7.6.Considerando el momento de ineria IE del sólido respe-to de un eje E perpendiular al plano del movimiento quepasa por el punto O, el análisis es semejante al del pén-dulo simple (omparese la Fig. 7.6 on la Fig 7.4). Para elmomento respeto de O tendremos,
MO = D ur ∧ mg i = −mg D sen θ ky empleando la E. 6.28 se tiene,

IE
dω

dt
= −m g D sen θomo ω = dθ/dt obtenemos la euaión diferenial,

IE
d2θ

dt2
+ mg D sen θ = 0 (7.6)siendo D la distania del CM al punto de suspensión O. Podemos de nuevo haer la apro-ximaión de osilaiones pequeñas sen θ ≃ θ de modo que reuperamos la euaión 7.1 delosilador armónio, 69
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d2θ

dt2
+

(
mg D

IE

)
θ = 0on freuenia propia ωo =

√
mg D/IE y uya soluión general es de nuevo de la forma

θ(t) = θm cos (ωo t + ϕ).Como se observa en la Fig. 7.6 la altura s del entro de masas orrespondiente al ángulo θrespeto del punto x = D es s = D (1−cos θ). Si alulamos la energía potenial U(s) = m g srespeto del punto de equilibrio estable x = D, para el movimiento entre dos instantes detiempo ta y tb tendremos,
∆U = mg ∆s = m g L (cos θa − cos θb) > 0donde θa > θb son los ángulos orrespondientes de modo que ∆s > 0. La variaión de la energíainétia ∆E = −∆U se enuentra empleando la E. 6.16,

m

2
(V 2

CM,b − V 2
CM,a) +

IE

2
(ω2

b − ω2
a) = −m g ∆sy la energía del péndulo para un ángulo genério será,

E(θ) =
mV 2

CM

2
+

ICM

2
ω2 + mg D (1 − cos θ)que es una antidad onservada por no existir rozamiento. Si omo se india en la Fig. 7.6 Des la distania del punto O al CM su veloidad será VCM = (ω D)uθ y tendremos,

E(θ) =
1

2
(ICM + m D2)ω2 + mg D (1 − cos θ) =

IE

2
ω2 + mg D (1 − cos θ) (7.7)donde la antidad entre paréntesis resulta ser el momento de ineria IE = ICM +m D2 respetodel eje E que pasa por O. Reuperamos la expresión para E(θ) que enontraríamos empleandola E. 6.17, es deir, tomando O ≡ Q un punto �jo del movimiento.Si derivamos respeto del tiempo la euaión para E(θ) reuperamos asimismo la euaión 7.6anterior para el movimiento del péndulo ompuesto. También podemos alular la variaiónde la de la energía inétia ∆Ec mediante la E. 6.22,

∆Ec =

∫ tb

ta

MO · ω dt =

∫ θb

θa

(−m g L sen θ)
dθ

dt
dt = m g L (cos θb − cos θa) = −m g ∆sque es justamente igual al valor de −∆U que hemos enontrado antes.7.4. El osilador armónio amortiguadoComo hemos visto, (Pag. 66) la energía iniial del osilador Eo es �jada por las ondiionesiniiales (xo, po) que �si no existe rozamiento� determina la elipse de energía onstante E(t) =

Eo en el plano (x, p) omo en la Fig. 7.2.70



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia ICuando en el osilador armónio existe rozamiento la energía E(t) deja de ser onstante en eltiempo. Puesto que el trabajo Wr que realiza la fuerza de rozamiento es siempre negativo, lavariaión de su energía ∆E(t) = ∆Wr < 0 deree en el tiempo. En este aso podemos intuirque el punto Q no desribirá una elipse en el plano de fases (x, p).Como muestra la Fig. 7.7, a medida que la partíula
Eo E1 E2

P=mv x o
p,ox( )

L oX
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Q

Figura 7.7: Dos posibles movimientos(líneas disontínuas) del osilador armó-nio on rozamiento.
pierde su energía E(t), el movimiento de Q deberíaruzar las elipses orrespondientes a las energías Eo >
E1 > E2 > . . . et. y su trayetoria en el plano (x, p)debe terminar en x = Lo donde p = 0 que orrespondea los puntos de reposo.En la Fig. 7.7 se muestran dos posibles asos partien-do de la elipse orrespondiente a la energía iniial Eo.Si la pérdida de energía por rozamiento es rápida elbloque puede detenerse sin osilar (urva de trazo on-tínuo). En ambio, si la magnitud de la fuerza de roza-miento es omparable a la que ejere el muelle puedetrazar urvas alrededor del eje x (p = 0) (urva de trazo disontinuo) que orresponden aosilaiones de amplitud dereiente.En todos los asos las amplitudes y veloidades máximas que alanza en ada período la masa

m disminuyen a medida que se aera a un estado de equilibrio donde p = 0.Si la fuerza de friión es F = −γ v (E. 3.7 ) la euaión de movimiento resulta ser,
m

d2x

dt2
+ γ

dx

dt
+ K (x − Lo) = 0donde on el ambio de variable, x = s−Lo obtenemos
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la euaión del osilador armónio amortiguado,
d2s

dt2
+ 2β

ds

dt
+ ω2

o s = 0Dependiendo del valor de ωo =
√

K/m y del oe�ien-te de amortiguamiento β = γ/2m nos enontramoson tres posibilidades que se enuentran representa-das en funión del tiempo en la Fig. 7.8.Si ω2
o < β2 se die que es un osilador sobreamor-tiguado, el rozamiento domina y no hay osilaiones(aso de la urva a trazos mas orta en la Fig. 7.7). Elamortiguamiento rítio tiene lugar uando ω2

o = β2y puede probarse que la soluión en este aso es de laforma,
s(t) = (c1 + c2 t) e−β ten donde de nuevo las onstantes se �jan mediante las ondiiones iniiales. 71



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de MadridEn ambio para ω2
o > β2 el osilador esta infraamortiguado y existen osilaiones de amplituddereiente en el tiempo (el aso de la urva a trazos mas larga en la Fig. 7.7)). La soluiónes, 4

s(t) = Ao e−β t sen(Ω t + ϕ) (7.8)La freuenia Ω2 = ω2
o − β2 es menor que la freuenia propia del osilador ωo y depende de

γ, es deir, de la magnitud de la fuerza de friión.En este aso la fuerza de rozamiento ompite on la que ejere el muelle y la amplitud de laosilaión A(t) deree exponenialmente on el tiempo omo se oberva en la Fig. 7.8 (análogaa la urva a trazos de la Fig. 7.7). De nuevo, la amplitud Ao y la fase ϕ se determinan mediantelas ondiiones iniiales.7.5. El osilador armónio forzadoSi sobre la masa m del osilador armónio amortiguado atúa además una fuerza periódiaexterna F (t) = Fo cos(ωf t) de freuenia ωf y amplitud Fo se die que es un osilador forzadoy su euaión del movimiento, on el ambio s = x − Lo es,
d2s

dt2
+

γ

m

ds

dt
+ ω2

o s =
Fo

m
cos(ωf t). (7.9)Podemos omprobar que una funión de la forma s(t) = A sen(ωf t + ϕ) es una soluiónpartiular, 5 de la euaión para una ierta amplitud A(ωf ) y fase ϕ (ωf ) que son funionesde la freuenia de la forzante F (t). Diha soluión es válida para tiempos t ≫ τ superiores altiempo araterístio de un ierto transitorio τ ≃ 1/β, si substituimos s(t) en 7.9 tendremos,

A (ω2
o − ω2

f ) sen(ωf t + ϕ) + 2βωf cos(ωf t + ϕ) =
Fo

m
cos(ωf t)luego, desarrollando las funiones trigonometrias e igualando los oe�ientes en sen (ωf t) y

cos (ωf t) se obtiene,
A (ω2

o − ω2
f ) cos(ϕ) − 2Aβ ωf sen(ϕ) = 0

A (ω2
o − ω2

f ) sen(ϕ) + 2Aβ ωf cos(ϕ) = Fo/my estas dos euaiones pueden simpli�arse aún,
m A (ω2

o − ω2
f ) = Fo sen(ϕ)

2m Aβ ωf = Fo cos(ϕ)Si dividimos la primera por la segunda obtenemos una relaión para la fase ϕ (ωf ),4Puede omprobarse substituyendo en la euaión diferenial y veri�ando que se anulan los oe�ientes en
sen (Ωt + ϕ) y cos (Ωt + ϕ)5La soluión general se estudiará en el próximo urso.72
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tan(ϕ) =

(ω2
o − ω2

f )

2β ωf
(7.10)y otra para la amplitud A(ωf ),
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Figura 7.9: Creimiento de la amplitud
A(ωf ) para valores de ωf ≈ ωo .

A(ωf ) =
Fo/m√(

ω2
o − ω2

f

)2
+ 4β2ω2

f

(7.11)Para poder representar grá�amente estas funio-nes introduimos el ambio de variable z = ωf/ωoy q = β/ωo de modo que la E. 7.10 se onvierteen,
tan(ϕ) =

(
1

2 q

)
1 − z2

z
(7.12)y la amplitud A(ωf ) = A(z) en la E. 7.11 esproporional a h(z) = m ω2

o A(z)/Fo luego,
h(z) =

1√
(1 − z2)2 + 4 q2 z2

(7.13)En la Fig. 7.9 se ha representado h(z) omo funión del oiente z = ωf/ωo para diferentesvalores de q = β/ωo que representa la razón entre el rozamiento (β = γ/2m) y la freueniapropia del osilador (ωo =
√

K/m). Podemos observar el reimiento que experimenta laamplitud A(ωf ) uando ωf tiende a ωo (es deir, entorno a z = 1) diho reimiento que sehae mayor a medida que ωo > β (o equivalentemente, 1 ≫ q).A este reimiento de la amplitud para freuenias ωf de F (t) próximas a la freuenia propiadel osilador ωo se le denomina resonania y en el límite en el que el rozamiento es nulo (β = 0o equivalentemente q = 0 en la E. 7.11) aparee un reimiento inde�nido de la amplitud.En la resonania la amplitud del movimiento ree porque la transferenia de energía de lafuerza apliada a la partíula es óptima 6. En asi todos los sistemas físios reales existeun mínimo rozamiento (en la prátia siempre β 6= 0 aunque tome un valor muy pequeño)que hae que el reimiento de la amplitud del movimiento tenga un límite superior omo semuestra en la Fig. 7.9.
6Par una mayor informaión puede onsultarse la seión 12.13, pags. 389-393 del Vol I de la Ref. [1℄ 73



CAPÍTULO 8 Introduión a la meánia de medios ontinuos
8.1. Los estados de agregaión de la materiaLa materia se presenta en la naturaleza en tres estados prinipales de agregaión llama-das también fases de la materia. Denominamos sólidos aquellos materiales que presentan unaforma y volumen propio en los que resultan dominantes las intensas fuerzas interatómias exis-tentes entre sus partíulas que se enuentran empaquetadas formando estruturas ordenadas.Su forma marosópia sólo se altera uando se le aplian fuerzas exteriores que lo deforman ysi los ambios son pequeños omparados on su tamaño araterístio, podemos onsiderarloomo un sólido rígido ideal.En los gases las fuerzas entre sus moléulas son muho mas débiles. La energía inétiapromedio de sus partíulas les permite superar las energías de ohesión intermoleulares por loque sus partíulas oupan todo el volumen que se les ofree. Los líquidos onstituyen un asointermedio en los que, aunque las fuerzas intermoleulares son importantes, no pueden formarestruturas ordenadas omo en un sólido. En los líquidos ordinarios (agua, aeites, ...) lasfuerzas a nivel moleular mantienen las distanias entre sus átomos o moléulas prátiamenteonstantes a nivel mirosópio aunque permiten su movimiento relativo. En onseuenia,un líquido simple ambia de forma signi�ativamente uando se le aplian fuerzas, aunqueéstas sean de pequeña magnitud. Esta propiedad de onservar las distanias intermoleularespermitiendo en ambio los movimientos relativos de las moléulas on�eren a los líquidos lapropiedad de adoptar la forma del reipiente que les ontiene.La energía inétia media de las moléulas de una substania está determinada por sutemperatura y de auerdo on el valor de esta última muhas substanias pueden enontrarseen uno u otro estado dependiendo de su valor. Substanias omo el agua pueden enontrarseen uno de los tres estados de agregaión, sólido (hielo), líquido o gas (vapor de agua) quetienen densidades muy diferentes. Se die que el material experimenta una transiión de faseuando pasa de uno a otro estado de agregaión.Las fronteras entre ada uno de los tres estados de agregaión (o fases) menionados sondifíiles de preisar. Además, existen en la naturaleza materiales (por ejemplo, una gelatina oun plástio) uyo omportamiento resulta ser intermedio entre un �uido y un sólido elástio.74



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia ILa diferenia prinipal entre los líquidos y los gases es la ompresibilidad que es su apai-dad para ambiar su volumen uando son sometidos a fuerzas externas. La variaión ∆V delvolumen de un gas ideal uando su presión se inrementa ∆p manteniendo la temperatura delmismo T onstante es,
∆(p V ) = NKB ∆T = 0

∆V

∆p
= −V

py por unidad de volumen tendremos,
1

V

∆V

∆p
= −1

p
< 0Evidentemente al aumentar la presión disminuye el volumen. Por el ontrario, en el aso delos líquidos la experienia direta nos india que ∆V/∆p ≃ 0, es deir no varía apenas suvolumen on la presión por lo que deimos que son inompresibles.Cuando un líquido es sometido a fuerzas externas ambia de forma pero su volumen (o equi-valentemente su densidad ρo) permanee onstante, a diferenia de los gases que pueden sufriruna disminuión de su volumen siendo su densidad una funión ρ(r, t) que dependerá de laposiión r y que también puede ambiar a lo largo del tiempo.8.2. Elastiidad linealCuando son sometidos a fuerzas externas los materiales en fase sólida se resisten a lasdeformaiones, es deir, tanto a los ambios de volumen omo de forma. La deformaión queexperimenta un sólido sometido a un onjunto de fuerzas externas depende no sólo de ladisposiión de dihas fuerzas sino también de la existenia de direiones privilegiadas en suinterior a nivel mirosópio en forma de �bras, estruturas a nivel moleular, ...et. En esteurso nos limitaremos a sólidos isótropos, que son aquellos materiales (generalmente sólidospoliristalinos) que transmiten las fuerzas apliadas por igual en todas direiones.La elastiidad lineal1 es una aproximaión que orres-

∆L+ L

∆D− D

∆H− H

L
D

H

F

F

Figura 8.1: Deformaión bajo traión.
ponde al límite donde las deformaiones que experi-mentan los materiales son pequeñas omparadas onsus dimensiones de modo que sus ambios de formason reversibles.Se muestra en la Fig. 8.1 el alargamiento ∆L que expe-rimenta una barra de material sometida a las fuerzas
F y la orrespondiente ontraión ∆H y ∆D a lo lar-go de otras dos direiones. Las fuerzas apliadas alsólido F por unidad de super�e del mismo S = D×Hse denominan esfuerzos o tensiones elástias y tienenunidades de presión. En la elastiidad lineal la defor-maión unitaria ∆L/L que experimenta el material espequeña,1Un tratamiento mas amplio de este apartado puede enontrarse en el apítulo 13, pags. 315-330 de lareferenia [6℄. 75
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∆L

L
=

F/S

E
≪ 1y proporional a la tensión F/S. El oe�iente E es una

rp(t)

O

P

dV = dx dy dz

vp(t)

Z

X

YFigura 8.2: Movimiento del ele-mento de volumen ∆V .
propiedad araterístia del material y se denomina módu-lo de elastiidad o de Young. Para onservar su volumen,el material ha de ontraerse a lo largo de las otras dosdireiones perpendiulares de modo que,

∆D

D
=

∆H

H
= −σ

∆L

L
< 0y por tratarse de un sólido isótropo ∆H y ∆D han de seriguales. El oe�iente σ es también una propiedad ara-terístia del material y se denomina módulo de Poisson.8.3. Desripión de un medio ontinuoEn el presente urso onsideraremos solamente �uidos ideales que engloban tanto a loslíquidos ideales omo a los gases. Desde el punto de vista meánio ambos pueden de�nirseomo un medio material ontinuo, deformable y que puede �uir.La desripión de un material omo un medio ontinuo

u 4

u 5

u 3

u 2

u 1

n
dA

S

Figura 8.3: Lineas de orriente deun �uido que atraviesa la super�ie
S en el sentido de las �ehas.

es análoga a la empleada anteriormente para el álulo deentros de masa (Pag. 44) y momentos de ineria (Pag. 48)de sólidos rígidos marosópios.Consideraremos el medio desompuesto en un número muygrande de pequeños elementos de volumen ∆V alrededordel punto araterístio P situado en su entro de masasomo se muestra en la Fig. 8.2.El medio deformable puede onsiderarse omo ontinuouando el número de partíulas N ontenidas dentro delvolumen ∆V es tan grande que ualquier �utuaión en elnúmero de estas ∆N puede onsiderarse despreiable.Por ejemplo, a presión y temperatura ambiente en un ubode aire de 1µm = 10−4cm de lado ontiene 3 × 107 molé-ulas, por lo que un pequeño ambio en su número no esrelevante para analizar el movimiento de diho elementode volumen.Como muestra la Fig. 8.2, onsideraremos que ada elemento de volumen ∆V (o equivalen-temente, su punto araterístio P ) se mueve desribiendo una urva en el espaio. En adapunto r en el instante t la veloidad del �uido u(r, t) será un vetor tangente a diha urva quese denomina línea de orriente. Desribimos el movimiento asignando a ada volumen ∆V un76



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Iúnio vetor veloidad vp(t) y aeleraión ap(t), o equivalentemente, introduiendo un ampode veloidades u(r, t) y de aeleraiones a(r, t).8.4. Fuerzas en un �uidoPodemos distinguir dos lases de fuerzas que atúan sobre ada pequeño elemento de �uidode volumen ∆V . En primer lugar fuerzas de largo alane, omo la gravedad, que penetranen el interior del mismo y son proporionales a la antidad de materia.Por ejemplo, la masa ontenida en el elemento de volumen de
V SdS

p dSdf =s n

df dV= −v ρ g k

n

x y

zFigura 8.4: Fuerzas en un�uido.

la Fig. 8.4 será dm = ρ(r, t) dV y por lo tanto la fuerza on quele atrae el ampo gravitatorio terrestre
dFg = g dm = g ρ(r, t) dV = −(g ρ(r, t) dV )kde modo que dFg/dV = g ρ(r, t) es la fuerza por unidad devolumen y la aeleraión de la gravedad dFg/dm = −g la fuerzapor unidad de masa.En general tendremos,

dFV = fv dm = fv ρ(r, t) dVA este tipo de fuerzas de largo alane dFV proporionales al volumen dV de materia se lasdenomina fuerzas volumétrias. La fuerza total que atúa sobre un �uido enerrado en unvolumen VS será,
FV =

∫

VS

fv dm =

∫

VS

fv ρ(r, t) dV (8.1)El segundo tipo de fuerzas tienen origen moleular por lo que son de orto alane ydisminuyen muy rápidamente on la distania entre los elementos que interatúan. Sólo sonapreiables uando su separaión es del orden de la distania entre las moléulas del �uido ypor lo tanto, desde el punto de vista marosópio, son fuerzas de ontato. Apareen uandoexiste una super�ie de ontato físio entre los uerpos que interaionan y atúan (omo porejemplo la presión) a través de diha super�ie de interaión.La magnitud de estas fuerzas super�iales es proporional al área dS de ontato,
dFS = fs(n, r, t) dSy el vetor dFs/dS = fs(n, r, t) tiene unidades de fuerza por unidad de super�ie. En el asogeneral puede variar en ada punto r del �uido, on el tiempo y dependen de la orientaión

n de la super�ie de ontato. Evidentemente, fs(−n, r, t) = −fs(n, r, t) y la fuerza FS sobreuna super�ie S ualquiera será, 77
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FS =

∫

S
fs dSEn el ejemplo de la la �gura 8.4 se muestra la fuerza dFS = p(r)n dS = p(r) dS que ejereel �uido sobre las paredes que enierran el volumen Vs. Es proporional a la super�ie dS,paralela al vetor normal n y a la presión p(r) en diho punto. La fuerza total ejerida por lasparedes del reinto sobre el �uido será entones,

FS = −
∫

S
dFs = −

∫

S
p(r)n ds (8.2)Existen distintos tipos de fuerzas super�iales, una fuer-

u (z)x

X

S S’

Z

Figura 8.5: Per�l de veloidades
ux(z).

za super�ial muy importante en un líquido es la visosi-dad. Imaginemos omo muestra la Fig. 8.5 que el �uido semueve en apas paralelas al eje X y que la veloidad deada una de ellas es ux(z), de modo que la apa por en-ima de la reta SS′ se mueve más lentamente que la quese enuentra debajo de ésta. Las interaiones moleulareshaen que la apa más rápida friione on la más lentay para aelerarla pierde antidad de movimiento. Es deir,experimenta una fuerza super�ial ontraria al sentido desu movimiento,
dfν = −µ

dux

dz
dSdonde µ es el oe�iente de visosidad y es una propiedad araterístia del líquido (o gas).La fuerza visosa podemos expresarla omo una tensión

dfν

dS
= −µ

dux

dzes deir, omo una fuerza por unidad de área. Las unidades de la visosidad en el sistema CGSson dinas× s/cm2 y se denomina Poise mientras que en el sistema internaional no tienen unnombre espeial. En muhas oasiones se emplea la visosidad inemátia ν = µ/ρ donde ρ esla densidad del líquido. 28.5. Equilibrio de �uidosDentro un reipiente que ontiene un �uido en reposo podemos dibujar mentalmente unpequeño volumen δV omo el de la Fig. 8.6 on lados de igual longitud δl al lo largo de losejes. Son entones iguales las áreas δA = δl2/2 de las aras que se apoyan en los planos (X,Y ),
(X,Z) e (Y,Z).2Pueden onsultarse la seión 24.5, pags. 984-986 de la Ref. [1℄ y la se. 117, pags. 365-370 de la Ref. [6℄.78



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia ILa presión del líquido ejere una fuerza perpendiular δFy = (pxz δA) j sobre la ara ABOque se apoya en el plano (X,Z) y también δFx = (pyz δA) i y δFz = (pxy δA)k sobre las aras
OBC y OAC respetivamente.El área del triángulo ABC será,

Fyδ Fxδ

Fzδ

Fnδ

Z

A

B

C

YX

O

n

j
i

k

Figura 8.6: Fuerzas sobre el volumen onlados on longitud δl.

δAn =
1

2
| ~AB ∧ ~AC| =

√
3

δl2

2y la fuerza que ejere la presión estará dirigida alo largo de la direión del vetor unitario n =
(i + j + k)/

√
3 resultando,

δFn = −(pn δAn)n = −pn

√
3

δl2

2
ndonde pn es la presión sobre la ara ABC.Puesto que el líquido esta en reposo, en el entrode masas del volumen δV tiene que tenerse,

δFn + δFx + δFy + δFz = 0de modo que,
−pn

√
3

δl2

2
n = −δl2

2
(pyz i + pxz j + pxy k)para que esta euaión vetorial se umpla debe sueder que,

pn = pyz = pxz = pxyEs deir, que uando el �uido se enuentra en reposo el valor de la presión es independientede la orientaión de la super�ie δA sobre la que atúa.De nuevo, onsideremos mentalmente el ubo de seión A onstante y altura ∆z la Fig.8.7 inmerso dentro de un líquido en reposo sobre el que la gravedad −g k es únia fuerza porunidad de masa que atúa. A lo largo de las direiones X e Y las fuerzas δFx = δFy = 0 sonnulas para que el volumen ∆V = AδZ permaneza en reposo.Sobre la ara inferior del ubo situada en la oordenada z = zo atúa una la fuerza δF(zo) =
p(zo)Ak y sobre la ara superior en z = zo+∆z la fuerza será δF(zo+δz) = −(p(zo)+∆p)AkLa masa ∆M = ρ∆V de líquido de densidad ρ ontenido dentro del volumen tiene un peso
δFm = −∆Mg k. Puesto que el líquido esta en reposo, en el entro de masas del volumen ∆Vha de existir un equilibrio de fuerzas,

δF(zo + δz) + δF(zo) + δFm = 0, −∆p A k − ρ g A∆z k = 0de donde, 79
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∆p

∆z
= −ρ g luego,

dp

dz
= −ρ gEs deir, en el equilibrio el inremento de presión ∆p

−gk

j
i

k z∆

Z

YX

δF

δF (zo

( zo+∆ z)

)Figura 8.7: Fuerzas sobre el ubo deseión A y altura δz.

entre zo y zo + ∆z es debido al peso de la masa ∆Mde la olumna de líquido. La presión p(z) deree amedida que la altura Z aumenta ya que su derivada
dp/dz < 0 es negativa al ser ρ y g siempre positivos.Podemos deduir esta euaión de otro modo equi-valente, para el �uido en reposo dentro de un reipien-te ha de ser nula la suma de las fuerzas volumétrias(E. 8.1) y super�iales (E. 8.2) apliadas sobre elmismo,

∫

V
f ρ(r, t) dV −

∫

S
p(r) ds = 0Podemos transformar la integral de super�ie S enotra sobre el volumen VS empleando la E. 9.17 3

∫

S
p(r) dS =

∫

VS

∇p(r) dV luego,

∫

VS

(f ρ(r, t) −∇p) dV = 0Puesto que el volumen VS que hemos onsiderado es arbitrario para que esta última integralsea siempre nula lo será el integrando. Llegamos entones a la euaión,
f ρ(r, t) = ∇p (8.3)que ha de satisfaerse para que todos los puntos del �uido se enuentren en equilibrio.Si la únia fuerza volumétria es la gravedad terrestre f =

H − zs

Po

z s

s

X

H

(H) = PZ

Figura 8.8: Presión hidrostátia enel punto S situado a la profundidad
H − zs.

−g k resulta para la oordenada Z,
∂p

∂z
= −g ρ(r, t) (8.4)y a lo largo de las otras dos direiones,

∂p

∂z
= 0 y

∂p

∂y
= 0Es deir, en el equilibrio la presión no varía a lo largo delas direiones X e Y , siendo una funión p(z) dereientepuesto que su derivada parial es negativa.La E. 8.4 (o equivalentemente la E. 8.3) es válida pa-ra sistemas de un ierto tamaño donde la fuerza dominantesea la presión p(z) y puedan despreiarse otras fuerzas su-per�iales que no hemos onsiderado, omo por ejemplo la tensión super�ial.3Esta transformaión esta expliada en la Pag. 100 de los Complementos.80



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia IPara obtener la dependenia de la presión p(z) de un �uido en reposo on la altura z tendermosque resolver la euaión diferenial 8.4, donde hemos de espei�ar la densidad ρ(r, t). En elaso de un gas, la funión ρ(r, t) se obtiene a partir de su euaión de estado, por ejemploonsiderando que el gas es ideal. En ambio, para un líquido la densidad es uniforme ρ(r, t) ≃ ρoy la E. 8.4 se puede integrar on senillez. Siguiendo el esquema de la Fig. 8.8 para un punto
S sumergido en un líquido a una profundidad H − zs,

p(z) = po + ρo g (H − z) (8.5)en donde p(H) = po es la presión del gas que existe sobre la super�ie libre del líquido en
z = H, que sobre la super�ie terrestre será la presión atmosféria.8.5.1. Fuerzas sobre uerpos sumergidosEn la E. 8.5 la presión que experimenta el punto S depende exlusivamente de la pro-fundidad H − zs a la que se enuentra dentro del líquido. Podemos entones haer uso dela E. 8.2 para alular la fuerza FS que ejere el líquido sobre un uerpo sumergido total oparialmente.Como se observa en la Fig. 8.9 sobre ada elemento

P=Mg 

CM

CE

X

Y

θ
Ω =

dθ
dt

FA

dA

dF
n

Figura 8.9: Osilaiones de un uer-po parialmente sumergido uyo CM nooinide on el entro de empuje CE.

de super�ie sumergida dA el líquido ejere una fuerzapor unidad de área dFA = −p(z) dA perpendiular a
dA y un momento respeto de un punto O, dMo =
r ∧ dFA de modo que,

FA = −
∫

A
p(z)n dA Mo =

∫

A
r ∧ dFA (8.6)en donde A es la super�ie sumergida del uerpo queoupa el volumen VA. Tomando f = −g k el peso del�uido enerrado por A viene dado por la E. 8.1,

FV = (−k) (g ρo)

∫

VA

dV = − g ρo VA kPara que exista equilibrio ambas fuerzas han de ser iguales y tener sentidos opuestos FA = −FV ,es deir la fuerza de �otaión FA sobre la super�ie A, ha de ser igual y ontraria al peso del�uido P = −MAg k ontenido dentro. Cuando un uerpo sumergido tiene una densidad ρ < ρosu peso es entones menor que la masa de agua que desaloja por lo que la fuerza FA − P leempuja haia la super�e. En aso ontrario ρ > ρo dominará el peso y el uerpo se sumerge(prinípio de Arquímedes). En los uerpos homogéneos la fuerza FA se aplia en el entro demasas del volumen sumergido (denominado entro de empuje (CE) o de arena).Ejemplo: En la Fig. 8.10 una olumna de líquido de altura H se enuentra retenida por unaompuerta de lado L sobre la que el �uido ejere una fuerza FA y momento Mo dados por las81



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de MadridEs. 8.6. La super�ie de la ompuerta sobre la que atúa el líquido será A = LH, por lo quetendremos, dA = Ldz i, FA = FA i, y la ontribuión de la presión atmosféria Po que atúaa ambos lados se anela.
zd

P
o

P
o

Z

X

r
θ

O

H

Fd
S

Figura 8.10: Compuerta que retieneuna olumna de líquido.
FA = g ρo

∫ H

0
(H − z)Ldz = g ρo L

H2

2representa la fuerza neta que se ejere sobre la ompuer-ta. Para el momento respeto de O se tiene,
dMo = r ∧ dFA = − r sen θ dFA k = −z dFA ky por lo tanto,

Mo = g ρo L

∫ H

0
z (H − z) dz = g ρo L

H3

3Para que la ompuerta se enuentre en equilibrio hemos de apliar una fuerza de magnitud
FA en el sentido −i y a la altura Zc de modo que su momento sea igual y ontrario a Mo,

Zc Fc = Mo = g ρo L
H3

3
luego, Zc =

2

3
H8.6. Transporte de masa Estudiaremos a ontinuaión situaiones más ge-

d s2

u 1

d s1

u (r )

u 2

Figura 8.11: Movimiento estaionariode un �uido.
nerales que la estátia de �uidos donde la presión so-lamente puede variar on la profundidad omo indiala expresión 8.5. Consideraremos el transporte de ma-teria de un �uido perfeto o ideal sobre el que atúanexlusivamente la presión y la fuerza de la gravedad,siendo despreiables otras fuerzas omo la visosidad,tensión super�ial, ...et.En el en movimiento estaionario la veloidad del �ui-do u(r) y su densidad ρ(r) a lo largo de una línea deorriente son funión de la posiión r y no ambian en el tiempo. En la Fig. 8.11 se muestrandos super�ies pequeñas perpendiulares a las líneas de orriente, de modo que toda partíulaque ruza dS1 atraviesa después dS2. La masa ∆m1 que atraviesa dS1 en el tiempo ∆t será

∆m1 = ρ(r1) dS1 u1 ∆t y análogamente ∆m2 = ρ(r2) dS1 u2 ∆t para dS2.Puesto que no se rean ni destruyen partíulas durante el movimiento la antidad de masa
∆m1/∆t que entra en la unidad de tiempo en la super�ie S1 es la misma ∆m2/∆t que salepor S2, luego

ρ(r1) dS1 u1 = ρ(r2) dS1 u282



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia IEsta es una expresión de la euaión de ontinuidad de los �uidos 4, además en el aso de unlíquido ρ1 = ρ2 = ρo es onstante u1 dS1 = u2 dS2.La experienia nos muestra que uando existe una
( zoP ) ∆ z

( zoP ) ∆+ P
CM

u

a
b

X

Y
ZFigura 8.12: Elemento de volumen

∆V = ∆X ∆Y ∆Z que se mueve alo largo del eje Z.
diferenia de presión en un líquido entre dos puntoslos �uidos se mueven haia el lugar donde la presión esmenor. Consideremos un pequeño volumen (ver Fig.8.12) de �uido ∆V = A∆z de seión A = ∆x∆y ymasa ∆m = ρ(r)∆V que se mueve sobre una líneade orriente que haemos oinidir on el eje Z. Laveloidad de su entro de masas vCM oinide on ladel �uido uz en diho punto que se enuentra aproxi-madamente en el entro del volumen ∆V .Como se observa en la Fig. 8.12 las presiones a amboslados de ∆V serán pa = p(zo) y pb = p(zo) + ∆p) de modo que la fuerza sobre el CM será,

∆Fz = Fa − Fb = (pa A) − (pb A) = −∆P Adonde ∆p = pb − pa es la diferenia de presión entre ambas aras del ubo a lo largo del eje
Z. Si dividimos por ∆z la euaión,

∆Fz

∆z
= −∆p

∆z
y en el límite tendremos fpz = −dp

dzdonde ∆p/∆z representa la fuerza por unidad que experimenta la masa ∆m a lo largo deleje Z. Podemos generalizar esta euaión para las tres dimensiones del espaio repitiendo loanterior y tendremos,
fp = −∇pes deir, la fuerza por unidad de volumen (E. 8.1) que mueve el elemento de �uido resultadel gradiente de presión ∇p a que se enuentra sometido.8.6.1. Euaión de BernouilliComo se observa en la Fig. 8.13, onsideremos un elemento de �uido de masa ∆m = ρA∆sde longitud ∆s y seión A que se mueve a lo largo de una línea de orriente donde la u(s) ypresión y p(s) son funión de la longitud del aro s. La euaión de movimiento en la direióntangente a la línea de orriente es,

∆m
∆u

∆t
= Fp + Fgen donde Fp = −∆p A es la fuerza que ejere la presión y Fg será,

Fg = −∆m g cos θ = −(ρA∆s) g cos θ = −ρ g A∆zPodemos transformar el término de la izquierda ,
(ρA∆s)

∆u

∆t
= −∆p A − ρ g A∆z4Una deduión mas detallada se enuentra en la seión 9.12 del apítulo Complementos. 83
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ρA∆s

∆u

∆t
= ρA

∆s

∆t
∆u = ρAu∆usustituyendo,

ρAu∆u = −∆p A −−ρ g A∆z y tomando el límite u du = −dp

ρ
− g dzPodemos integrar esta euaión a lo largo de una línea

P+∆ P

mg∆

z∆
Z

X

ds

P

u
θ

CM

Figura 8.13: Elemento de volumen deseión A que se mueve a lo largo deuna línea de orriente ontenida en elplano (Z, Y ).

de orriente,
u2

2
+

∫
dp

ρ
+ g z = cteCuando la densidad ρ(s) = ρo es onstante tendremos,

u2

2
+

p

ρo
+ g z = cteEsta euaión se denomina euaión de Bernouilli yexpresa la onservaión de la energía del �uido a lolargo de una línea de orriente.También podemos deduir la euaión de Bernoui-lli empleando un método equivalente. Como puede ob-servarse en la Fig. 8.14 el elemento de masa δm = ρ δV se mueve siguiendo una línea deorriente entre los puntos a y b uyas presiones respetivas son pa y pb. En su movimientoexperimenta una variaión de energía ∆E = ∆Ecin + ∆Epot que ha de ser igual al trabajo dela presión sobre el elemento del �uido ∆W = −(pb − pa) δV en donde δV es la variaión devolumen que experimenta. Tendremos, 5

∆Ecin =
δm

2
(u2

b − u2
a) y ∆Epot = δm g (zb − za)Igualando ∆Ecin + ∆Epot = ∆W

p 
a

aZ

bZ

u a

u b

b
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X
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Figura 8.14: Cubo de masa
δm que se mueve a lo largode una línea de orriente.

−(pb − pa) =
1

2

δm

δV
(u2

b − u2
a) +

δm

δV
g (zb − za)y �nalmente tomado el límite δV → 0 obtenemos,

u2
a

2
+ g za +

pa

ρa
=

u2
b

2
+ g zb +

pb

ρbes deir, para ualquier punto r sobre una misma línea deorriente es onstante la siguiente antidad,
u2

2
+ g z +

p

ρ
= cte. (8.7)5La misma deduión se enuentra en el vol. II, pag. 40-10 de la Ref. [7℄ y otra formulaión alternativa seenuentra en la Se. 9.14, pags. 280-285, Vol I de la Ref. [1℄.84



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia IPara un �uido en movimiento estaionario en el que las únias fuerzas relevantes son la grave-dad y la presión la E. 8.7 nos permite relaionar las veloidades en dos puntos de la orriente.La antidad g z es la energía potenial gravitatoria por unidad de masa.Ejemplo: Podemos apliar la E. 8.7 para alular la veloidad a la que sale el líquido deldepósito de la Fig. 8.15 en el que se le ha pratiado un ori�io a una altura H de su super�ielibre. Suponemos que el depósito es de gran tamaño para que poda-
H

a p 
a

b
p 

bFigura 8.15: Líneas deorriente durante el vaiadode un depósito
mos onsiderar el �ujo estaionario y el diámetro d del ori�iopequeño frente a la altura de la olumna de líquido H, aunquelo bastante grande para que podamos despreiar las fuerzas a-pilares y visosas en el ori�io de salida.En la Fig. 8.15 se han representado varia líneas de orrientey onsideremos la línea a trazos entre la super�ie (punto a)y el punto b que es la interseión on la seión d de salidadel líquido. Este esapa del depósito puesto que su densidad esmayor que la del aire ρL ≫ ρA. La presión a la altura del punto
b dentro del líquido será po + ρL(H − zb) muho mayor que laque existe en el exterior del depósito po + ρA(H − zb) ≃ patmEl liquido parte del reposo ua = 0 en la super�ie, pa ≃ pb = po empleando la E. 8.7,

g (za − zb) =
u2

b

2y omo H = za − zb obtenemos la veloidad a la que sale el líquido, ub =
√

2 g H.

85



CAPÍTULO 9 Complementos
9.1. Sistemas oordenadosAunque siempre neesitaremos tres números para determi-

rx

rz

rp

ry

X

Z

O
Y

P

Figura 9.1: Coordenadasartesianas retangulares delpunto P .

nar la posiión de un punto P en el espaio, suele ser onvenien-te espei�ar ésta empleando diferentes sistemas oordenados.La razón es que suelen enontrarse euaiones más senillasuando el sistema oordenado utilizado respeta las simetríasdel problema.Como se muestra en la Fig. 9.1, las oordenadas artesianasretangulares araterizan la posiión de un punto en el espaiorespeto de un triedro (O,X, Y,Z) mediante las proyeionesde su vetor de posiión rp = rx i + ry j + rz k del punto P alo largo de los tres ejes perpendiulares. Este sistema suele seraonsejable uando las tres direiones del espaio son variablesindependientes.Si el problema tiene geometría axial, suele ser aonsejable em-plear las oordenadas ilíndrias en las que la posiión de P se arateriza mediante su oor-denada z, la proyeión de rp sobre el plano (X,Y ) y el ángulo θ que forma ésta última onel eje X. Como se dedue de la Fig. 9.1. La relaión entre las oordenadas artesianas y lasilíndrias es,
x = r cos θ y = r sen θ r =

√
x2 + y2y la posiión del punto P se espei�a mediante las antidades (r, θ, z). Las super�ies on

r = cte. son ilindros onéntrios uyo eje de simetría ontiene al versor k. Puede intuirseque este sistema oordenado resultará útil en problemas on simetría alrededor de un eje quepodemos alinear on el eje Z.En este sistema oordenado podemos de�nir unos vetores unitarios a lo largo de la direiónradial y la del ángulo θ omo se india en la �gura. Tendremos,86
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ur = cos θ i + sen θ j y uθ = − sen θ i + cos θ jque junto on el vetor unitario k satisfaen los produtos ve-

ru
u θ

X

Z

O Y

Z

kθ
r

rp
P

Figura 9.2: Coordenadas i-líndrias del punto P .

toriales:
k ∧ ur = uθ , uθ ∧ k = ur , ur ∧ uθ = kEstos vetores unitarios son muy útiles uando por ejemplo,una partíula se mueve desribiendo una irunferenia, ya que

uθ es olineal on la veloidad y ur = −n.Finalmente, podemos enontrarnos on situaiones on simetríaesféria en donde suele ser aonsejable emplear oordenadas es-férias o polares.Como se observa en la Fig. 9.3, la posiión del punto P estádeterminada por la distania r = |rp| al origen O, el ángulo θque forma rp on el eje Z y el que forma la proyeión de rpsobre el plano (X,Y ).Tendremos entones,
pr = r

X

Z

O

θ

ϕ

Y

P

pr

Figura 9.3: Coordenadas es-férias del punto P .

x = r sen θ cos ϕ

y = r sen θ sen ϕ

z = r cos θ

r =
√

x2 + y2 + z2resultando la posiión de P espei�ada por las antidades(r, θ, ϕ). El ángulo θ varía entre 0 y π de modo que uando
θ = 0 el vetor rp es paralelo al versor k y uando θ = πapunta en la direión −k.Puesto que las super�ies on r = cte. son esferas on entroen el origen O la utilidad de este sistema oordenado puedesuponerse: Las oordenadas esférias serán útiles en problemasque tengan simetría alrededor de un punto entral, o en los que el parámetro fundamental seala distania r del punto al origen.9.2. La resoluión de las euaiones del movimientoLa trayetoria rp(t) de una partíula P de masa m se obtiene mediante la segunda ley deNewton (E. 3.1),

m
d2rp

dt2
= F(v, r, t) (9.1)87



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madriden donde se sustituyen las expresiones F(v, r, t) de las fuerzas que atúan sobre la masas m.Esta euaión vetorial se desglosa en tres euaiones esalares,
m ẍ(t) = Fx(v, r, t) m ÿ(t) = Fy(v, r, t) m z̈(t) = Fz(v, r, t) (9.2)donde x(t), y(t) y z(t) son funiones desonoidas que debemos determinar y que son las tresomponentes del vetor rp(t) = x(t) i + y(t) j + z(t)k.Cada una de las Es. 9.2 es una euaión diferenial ordinaria de segundo orden, denominadaasí porque ontiene la derivada segunda (omo por ejemplo ẍ(t)) de la inógnita.La resoluión de las euaiones difereniales que resultan de substituir en la E. 9.1 las ex-presiones F(v, r, t) de las fuerzas es �en general� un problema ompliado, salvo en los asossimples que estudiaremos en el presente urso. Para enontrar la trayetoria rp(t) además deuna soluión general de la euaión diferenial 9.1 (o equivalentemente, del sistema de Es.9.2) neesitaremos onoer la veloidad vp(to) y posiión rp(to) de la partíula en un instantedado to. A estos datos se les denomina ondiiones iniiales del movimiento y vamos a ilustraron un ejemplo su signi�ado. Consideremos el movimiento en el plano (x, y) de un

X

Y
P

Vo

θ0Figura 9.4: Tiro parabólio de la partí-ula de masa M .
proyetil de masa m que es lanzado desde el origen
(X,Y ) en t = 0 on una veloidad iniial vo omo seindia en la �gura. La únia fuerza que atúa duranteel movimiento es la gravedad F = −mg j que es ons-tante en el tiempo y resultan (Es. 9.2) las euaionesdifereniales,

m
dvx

dt
= 0 m

dvy

dt
= −mg (9.3)que al ser Fy = −m g una fuerza onstante en el tiempo pueden integrarse diretamente,

vx = c1x vy = c1y − g t (9.4)Como puede omprobarse derivando, estas dos veloidades satisfaen las euaiones diferen-iales 9.3 pero hemos tenido que introduir dos onstantes c1x y c1y desonoidas y paradeterminalas empleamos las ondiiones iniiales. Si omo se observa en la Fig. 9.4 en elinstante iniial t = 0 se tiene vxo = vo cos θo y vyo = vo sen θo igualando enontramos que
vxo = c1x y vyo = c1y.Es deir, las veloidades iniiales a lo largo de ada eje determinan, de todas las posiblesonstantes de integraión c1x y c2x en la E. 9.4, aquellas que permiten esoger la veloidad
v(t) = vx(t) i + vy(t) j de la partíula ompatible on los datos de que disponemos para elinstante iniial.Si efetuamos una nueva integraión de las euaiones 9.4 tendremos que introduir dos nuevasonstantes de integraión c2x y c2y,

x(t) = c2x + vxo t y(t) = c2y + vyo t − g t2

2
(9.5)88



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia IDe nuevo hemos de audir a los datos del instante iniial para determinar las onstantes deintegraión que resultan ser c2x = x(0) = 0 y c2y = y(0) = 0, relaionadas on las posiionesiniiales de la partíula. Como vemos, neesitamos onoer la posiión ro = x(0) i + y(0) j yla veloidad vo = vxo i + vyo j en un instante dado para determinar la soluión (trayetoria)
r(t) = x(t) i + y(t) j de la E. 9.1.En general, para resolver una euaión diferenial ordinaria de segundo orden omo la que nosproporiona la segunda ley de Newton neesitamos onoer en un ierto instante de tiempo elvalor de la funión -la posiión de la partíula en nuestro aso- y de su derivada primera -laveloidad- para determinar de entre todas las posibles soluiones de 9.1 la que onuerda onlos datos del problema.9.3. Aproximaiones y series de poteniasEn muhas oasiones hemos de operar on funiones f(x) ompliadas que admiten undesarrollo en serie de potenias si son derivables in�nitas vees que permite aproximarlas porun polinomio. Si onoemos el valor de la funión, sus derivadas en el punto x = a y, éstastoman un valor �nito, para otro punto x próximo se tiene,
f(x) ≃ f(a)+ (x−a)

(
df

dx

)

x=a

+
1

2!
(x−a)2

(
d2f

dx2

)

x=a

+ · · ·+ 1

n!
(x−a)n

(
dnf

dxn

)

x=a

(9.6)Este polinomio en potenias de (x−a) se denomina desarrollo en serie de Taylor de la funión
f(x) alrededor del punto x = a. Se orresponde on el valor exato de f(x) uando n → ∞y on su valor aproximado si tomamos un número �nito n de potenias en el desarrollo. Losdesarrollos en serie de las funiones más omunes pueden enontrarse en el Apéndie A de laRef. [1℄.En el desarrollo anterior resulta evidente que -
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Figura 9.5: Comparaión entre f(x) y susdesarrollos en serie de Taylor.

salvo en asos espeiales que no onsideraremosaquí- uando (x − a) ≪ 1 la ontribuión de lossumandos suesivos se hae más pequeña a me-dida que n aumenta al ser ada vez menores laspotenias suesivas (x − a)n del polinomio ante-rior.La utilidad prátia del desarrollo en serie de Tay-lor 9.6 es permitirnos aproximar los valores dela funión f(x) reteniendo sólamente unos poostérminos de su desarrollo en serie. Vamos a ilus-trar este punto mediante el álulo de la fuerza
Fg que ejere la Tierra (de radio RT = 6400 km)sobre una masa m que se enuentra a una altura
h sobre su super�ie.La expresión exata para Fg es, 89



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madrid
Fg = −G

m mT

| r− rT |2 = −G
m mT

R2
T

1

(1 + h/RT )2
= −m g

1

(1 + h/RT )2donde el oiente h/RT ≪ 1, resulta ser un parámetro pequeño que ompara la altura h ≪ RTde la partíula on el radio de la Tierra.Si desarrollamos en potenias de (x − a) on a = 0 y x = h/RT en el desarrollo 9.6 para lostres primeros términos obtenemos,
f(x) =

1

(1 + h/RT )2
≃ [1 − 2

h

RT
+ 3 (

h

RT
)2 − 4 (

h

RT
)3 + . . . ] (9.7)Podemos esribir las suesivas aproximaiones de f(x) omo polinomios Pn(x) en potenias de

(h/RT )n de modo que para n = 0 se tiene P0 = 1 (o equivalentemente f(x) ≃ 1) y obtenemosentones Fg = −mg. Con esta aproximaión la fuerza resultaría independiente de la altura ha la que se enuentra la masa m. Evidentemente f(x) ≃ 1 uando x ≪ 1, es deir para alturas
h despreiables frente al radio de la tierra RT . A medida que h aumenta la aproximaión fallay hemos de tomar polinomios Pn(x) on n reientes, on n = 1, 2, 3 tenemos,

P1(x) = 1 − 2
h

RT
, P2(x) = 1 − 2

h

RT
+ 3 (

h

RT
)2

P3(x) = 1 − 2
h

RT
+ 3 (

h

RT
)2 − 4 (

h

RT
)3En la Fig. 9.5 se han representado el valor exato de f(x) (línea ontinua) on los uatropolinomios Pn(x) anteriores (líneas a trazos) que resultan de tomar en el desarrollo potenias9.7 reientes.Como podemos observar en la Fig. 9.5, la aproximaión de una fuerza de gravedad Fg ≃ mgindependiente de la altitud (n = 0) es muy pobre desde el momento que existe una altura

h apreiable. Sin embargo, la diferenia entre el valor exato de la funión f(x) y sus tresaproximaiones es muy pequeña para x = (h/RT ) < 0,025, que equivale a alturas h < 160Km. Es deir, podríamos emplear el polinomio P1(x) para obtener una buena aproximaiónde f(x) hasta alturas menores que el 2.5% del radio terrestre. Para valores x = (h/RT ) < 0,1podríamos emplear P2(x) y hasta aproximadamente x = (h/RT ) < 0,175 el último polinomio
P3(x).Como vemos, la aproximaión por un polinomio de grado m estará justi�ada siempre que laontribuión de los términos de las potenias en (h/RT )n on n > m pueda despreiarse. Siinrementamos la potenia n en el desarrollo 9.6 mejoraremos la aproximaión de f(x) paravalores de x = h/RT mayores aunque la expresión es más ompliada.En muhas oasiones es onveniente emplear sólamente algunos términos del desarrollo enserie de Taylos de una funión f(x) ompliada, y el número de términos depende del gradode aproximaión que neesitamos.90



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia I9.4. Propiedades de la elipseComo se observa en la Fig. 9.6 la elipse puede de�nirse mediante la relaión |PF | + |PF ′| = 2aen donde los puntos F y F ′ son denominados foos. Cuando la distania entre estos dos puntos
| ¯FF ′| = 2c es nula (c = 0) ambos foos oiniden on el punto O y la elipse se redue a unairunferenia de radio R = 2a = 2b. Las distanias a y b son denominadas semiejes mayor ymenor de la elipse y su área es A = π a b. La euaión de una elipse on entro C en el pun-

b
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c
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Figura 9.6: Elipse
to (xo, yo) en oordenadas artesianas es,

(x − xo)
2

a2
+

(y − yo)
2

b2
= 1 (9.8)la distania del punto mas alejado de ada fooes dmax = a+ c y la del mas erano dmin = a− cy para el punto Q resulta,

2a = |QF | + |QF ′| = 2
√

b2 + c2de modo que a2 = b2 + c2.En algunos asos, omo en el movimiento planetario, es útil expresar la euaión de laelipse en oordenadas polares on origen en el foo F , tomando el ángulo θ que forma FPon el eje X. Podemos introduir un parámetro 0 ≤ ǫ = c/a < 1 denominado exentriidad,uando ǫ = 0 ambos foos oiniden y la elipse se onvierte en una irunferenia mientrasque en el límite ǫ = 1 degenera en una parábola.Empleando la ley del oseno al triángulo FPF ′, omo
P

X

Z

Y

z p

p , y p)( xFigura 9.7: Super�ie z = F (x, y).

|FF ′| = 2aǫ tendremos
|PF ′|2 = |PF |2 + 4 a2 ǫ2 + 4 ǫ a |PF | cos θSi la distania al foo F es r = |PF | y substituimos

|PF | + |PF ′| = 2a resulta,
4 a2 − 4a2 ǫ2 = 4 r a + 4 a r ǫ cos θy �nalmente

r =
a (1 − ǫ2)

1 + ǫ cos θCuando ǫ = 0 la distania r = a es entones onstante, lo que orrespondería a una órbitaplanetaria irular, mientras que si ǫ > 0 la distania r(θ) es diferente para ada ángulo θ. 91



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madrid9.5. Campos esalares y vetorialesEn la Físia tratamos on magnitudes que pueden ser esalares o vetoriales que se enuen-tran de�nidas sobre regiones del espaio. Un ampo esalar es una funión de tres variablesque asigna a ada punto del espaio (x, y, z) el valor de una ierta magnitud P (x, y, z).Un ejemplo se muestra en la Fig. 9.7 en la que la funión esalar z = F (x, y) asoia a adapunto del plano (xp, yp) una altura zp de modo que el onjunto de puntos P de�nen la super�ie
S. Otros ejemplos de funiones esalares son el potenial gravitatorio U(r) (seión 3.4.2) o elpotenial elétrio φ(r) (seión 3.4.3).Un ampo vetorial es un funión que asigna un vetor V(x, y, z) a ada punto (x, y, z) de unaierta región del espaio. Cada una de las omponentes del vetor orresponden a una funiónesalar de modo que,

V(r) = Vx(x, y, z) i + Vy(x, y, z) j + Vz(x, y, z)kPor último, los ampos esalares y vetoriales también pueden depender del tiempo y entonestendremos P (r, t) y V(r, t).9.6. Derivadas parialesLas derivadas pariales son una generalizaión para funiones de varias variables F (x, y, z, . . . , t)del onepto de derivada f ′(x)de una funión de una variable. Para introduir el onepto on-sideremos una funión esalar z = F (x, y) que, omo muestra la Fig. 9.7, asigna a ada puntodel plano (x, y) una altura z y que de�ne la super�ie S.
C y

Z

X

Y

S

C x

Y = Yo

X = Xo

P’

P

( Xo,Yo)Figura 9.8: Interseión de la su-per�ie S on los planos P y P ′.

Como muestra la Fig. 9.8 las interseiones de diha su-per�ie on los planos P y P ′ paralelos respetivamente alos planos (Y,Z) y (X,Z) que pasan por las oordenadas
x = xo e y = yo de�nen las urvas Cx y Cy. Si haemos queel punto de yo reorra el eje eje Y enontraremos una fami-lia de planos paralelos a P ′ y al plano (X,Z) que ortarána la super�ie S a lo largo suesivas urvas paralelas. Lomismo suede al reorrer xo el eje X para las interseionesde S on planos paralelos a P .Para ada punto yo sobre el eje Y , podemos introduir elsiguiente límite para la urva ontenida en el plano P ′,

(
∂F

∂x

)

(x,yo)

= ĺım
∆x→0

F (x + ∆x, yo) − F (x, yo)

∆x
(9.9)que de�ne la derivada parial de la funión z = F (x, y)respeto de la variable x.92



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia IEn la Fig. 9.8 puede omprobarse su signi�ado geométrio. Una vez �jado un punto y = yoel orte del plano P ′ on la super�ie S nos proporiona la urva Cy, y la derivada parialorresponde a la pendiente en ada punto a diha urva ontenida en el plano P ′. Es deir, laderivada ordinaria de la urva Cx manteniendo onstante la oordenada yo.Análogamente podemos introduir la derivada parial respeto de la variable y,
(

∂F

∂y

)

(xo,y)

= ĺım
∆y→0

F (xo, y + ∆y) − F (xo, y)

∆ya lo largo de las interseiones on la super�ie S de planos paralelos a P .Este onepto de derivada parial se extiende a funiones de más de dos variables G(x1, x2, ..., xN )omo derivada respeto de la variable xj y también se de�nen derivadas de orden superior,
∂2F

∂x∂y
,

∂2F

∂y∂xLas reglas de derivaión son las mismas que para las deriva-
ds = n d s

ld = d lt

r
Z
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Y

Γ

n
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S

Figura 9.9: Super�ie S que seapoya en la urva Γ.
das ordinarias, basta onsiderar omo onstantes aquellasvariables respeto de las que no alulamos la derivada.Vamos a ilustrar esta regla senilla mediante un ejemplo.Para la funión,

V (x, y) =
x

y
+ x5 y2 + x cos(y)se tienen las siguiente derivadas pariales.

∂V

∂x
=

1

y
+5x4 y2+cos(y) y

∂V

∂y
= − x

y2
+2x5 y−x sen(y)

9.7. Curvas y super�ies: Convenio de signosEn la �gura 9.9 se muestra una super�ie S en el espaio delimitada por una urva Γ en laque se apoya. La orientaión de una super�ie en el espaio se arateriza mediante un vetorunitario n perpendiular a la misma en ada punto y uando es errada se toma n a lo largode la normal exterior a la misma. El elemento de super�ie es dS = n dS donde n es el vetorunitario normal a la misma en ada punto y dS = dx dy el elemento de área.Podemos también de�nir el vetor dl = t dl sobre la urva Γ, en donde dl es el elemento delongitud y t un vetor unitario tangente a la urva en ada punto omo se india en la Fig.9.9.El sentido positivo del reorrido de Γ respeto de un triedro orientado a derehas omo el dela �gura se toma el ontrario a las agujas del reloj. En el dibujo las �ehas indian el sentidopositivo del vetor dl. 93



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madrid9.8. Integral de líneaConsideremos una funión vetorial A(r) de�nida en una zona del espaio,
A(r) = Ax(x, y, z) i + Ay(x, y, z) j + Az(x, y, z)ky una expresión r(t) que desribe una urva C, omo por ejemplo, la trayetoria de un puntomaterial en el espaio de modo que en ada punto de la urva la funión vetorial toma elvalor A(r(t)). Como muestra la Fig. 9.10 entre dos puntos de
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OFigura 9.10: Curva C de�nida en un ampovetorial A(r).

la urva A y B dados podemos dividirla en Ntramos pequeños de longitud | ∆rj | de�nidospor los vetores ∆rj = rj −rj−1 donde la funióntoma los valores Aj = A(rj). En ada uno delos j = 1, ...,N + 1 puntos podemos onstruir losprodutos esalares,
Aj · ∆rj =| Aj | | ∆rj | cos θjen donde θj es el ángulo que forma a lo largode la urva el vetor ∆rj on el vetor Aj . Siefetuamos la suma,

I =
N∑

j=1

Aj · ∆rjPodemos onsiderar el límite haiendo que el número de tramos N en que dividimos la urva
C entre A y B aumente inde�nidamente, resultando las distanias |∆rj| = |rj − rj−1| adavez más pequeñas.De este modo el vetor ∆rj = rj − rj−1 → dl = t dl es paralelo al vetor t tangente a la urvaen ada punto uyo módulo in�nitesimal es la longitud de aro dl. Tendremos entones,

C2

d l AB
d l BA= −

C1

C

B

A

Figura 9.11: La urvaerrada C se desompo-ne en dos C1 y C2.
I =

N∑

j=1

Aj · ∆rj →
∫

C
A(r) · dlEsta última expresión se la denomina integral de línea o irulaióndel ampo vetorial A(r) a lo largo de la urva C entre los puntos Ay B onsiderados. Al vetor dl se le aplian los riterios disutidosen la Pag. 93 sobre el sentido de reorrido de la urva C 1.Cuando la urva es errada se suele indiar en el signo integralmediante,

I =

∮

C
A(r) · dl1La integral de línea se introdue en la Se. 8.2, pags. 203-206 Vol I de la Ref. [1℄ en el ontexto del trabajode una fuerza.94



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Iy además, si la urva es una funión suave, omo se muestra en la Fig. 9.11, puede desompo-nerse en dos urvas C1 y C2 que omparten un tramo omún AB. Si extendemos la integralde línea sobre los bordes de ada uno de los dos reintos de la Fig. 9.11 tendremos,
I =

∮

C
A(r) · dr =

∮

C1

A(r) · dl +

∮

C1

A(r) · dlEvidentemente la irulaión del ampo vetorial A(r) en el sentido AB será igual y ambiadade signo a la del sentido BA y a lo largo de este tramo dl1 = −dl2,
∫ B

A
A(r) · dl1 = −

∫ A

B
A(r) · dl29.9. Flujo de un ampo vetorialSi tenemos una funión vetorial V(r) de�nida en

r
j

jn
∆S j

Z

X

Y

S

V ( r
j

)

Figura 9.12: Flujo de un ampo veto-rial a través de la super�ie S

una ierta región del espaio y una super�ie S omoindia la Fig. 9.12. Esta última puede dividirse en Nuadrados in�nitesimales de área ∆Sj situados en lospuntos rj y araterizados por un vetor unitario njentrado en el mismo.Podemos de�nir el vetor δSj = ∆Sj nj situadoen rj . sobre ada una de las N losetas en donde lafunión vetorial toma el valor V(rj). Sumando losprodutos esalares,
δφj = V(rj) · δSj = V(rj) · nj ∆Sjde�nidos sobre ada uno de los j = 1, . . . N elementosin�nitesimales de S.

∆φ =

j=N∑

j=1

δφj =

j=N∑

j=1

V(r) · nj ∆Sjy tomando el límite uando ∆Sj → 0 podemos reemplazar el sumatorio por una integral,
j=N∑

j=1

V(r) · nj ∆Sj → φ(r) =

∫

S
V(rj) · dS (9.10)en donde dS = n dS es el elemento de super�ie siendo n el vetor unitario normal a la mismaen ada punto. A la integral 9.10 se la denomina �ujo del ampo vetorial V(r) a través de lasuper�ie S y al vetor dS se le aplian los riterios disutidos en la Pag. 93 2.El �ujo de un ampo vetorial a través de una super�ie es aditivo, es deir si desomponemosuna super�ie S en dos trozos S1 y S2 omo en la Fig. 9.13 que omparten la zona sombreadaomún S12 sobre la ual dS12 = −dS21 por lo tanto,2Este onepto se introdue en la Se. 16.2, pags. 577-578 Vol II de la Ref. [1℄ 95
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∫

S
V(rj) · dS =

∫

S1

V(r) · dS1 +

∫

S12

V(r) · dS12

+

∫

S21

V(r) · dS21 +

∫

S2

V(r) · dS2Los dos primeros sumandos son justamente el �ujo φS1
sobre la

1n

2n

S 1

S 2

S 2d

S 1d

S 12d

S 21d

S 12

Figura 9.13: Super�ie
S dividida en S1 y S1.

mitad superior de la Fig. 9.13,
φS1

=

∫

S1

V(r) · dS1 +

∫

S12

V(r) · dS12y lo mismo suede para φS2
en la mitad inferior, de este modo,

φS = φS1
+ φS29.10. El operador nabla: Gradiente y divergeniaSi tenemos de�nidas en ada punto (x, y) las derivadas pariales de la funión F (x, y) quede�ne la super�ie S de la Fig. 9.14 podemos onstruir el siguiente vetor,

q(x, y) =

(
∂F

∂x

)
i +

(
∂F

∂y

)
jque se denomina gradiente de la funión F (x, y) y se expresa omo q = ∇F , y omo vemosen la Fig. 9.14 sería un vetor tangente a la super�ie S en el punto (xo, yo). Al operador

∇ ≡ i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂zse le denomina operador nabla. Para una funión de tres variables h(x, y, z) generalizando lade�niión anterior se tendrá,
q(x, y, z) =

(
∂h

∂x

)
i +

(
∂h

∂y

)
j +

(
∂h

∂z

)
kpero no tiene una interpretaión geométria tan senilla 3. Si difereniamos la funión h(x, y, z),obtenemos,

dh =
∂h

∂x
dx +

∂h

∂y
dy +

∂h

∂x
dz3Puede onsultarse la seión 8.7 Vol I de la Ref. [1℄, pags. 217-218 y la Ref. [2℄ seión 3.6, pags. 101-102.Una disusión pormenorizada se enuentra en la Ref. [4℄, seión 5.7, pags. 153-157.96



Curso 2008-2009 Apuntes de Físia Ique puede entenderse omo el produto esalar dh = dr · ∇h de los vetores dr = dx i+ dy j+
dz k y q = ∇h. Geométriamente dh representa el ambio que experimenta la funión h alpasar del punto r = (x, y, z) al punto r + dr = (x + dx, y + dy, z + dz),

dh = dr · ∇h =| dr | | ∇h | cos(θ)en donde θ es el ángulo formado por los vetores dr y ∇h. Para una distania �ja | dr | delpunto r el ambio dh será máximo uando θ = 0, es deir uando dr y q = ∇h son paralelos.En ada punto r el vetor q = ∇h apunta en la direión en la que el ambio de h(x, y, z) esmás rápido y su módulo representa el inremento de h por unidad de longitud en esa direión.Si ro +n∆s es un pequeño desplazamiento a partir del punto ro de longitud ∆s a lo largode la direión que mara el vetor unitario n entones,
ĺım

∆s→0

h(ro + n∆s) − h(ro)

∆srepresenta la derivada de la funión h(x, y, z) a lo largo de la direión n. Desarrollando enserie de potenias,
h(ro + n∆s) = h(ro) + (n∆s) · ∇h + O(∆s2)y podemos identi�ar,

∂h

∂s
= ∇h · n (9.11)La proyeión del vetor gradiente q = ∇h a lo largo de una direión n es igual a la derivadade diha funión tomada a lo largo de la misma. Esta propiedad puede omprobarse en unaso partiular importante, uando la funión es de la forma h(x, y, z) = h(r) es deir, sólodepende de la distania | r |= r tendremos,

∇U =

(
∂h

∂r

)(
∂r

∂x

)
i +

(
∂h

∂r

)(
∂r

∂y

)
j +

(
∂h

∂r

)(
∂r

∂z

)
ky donde ∂h/∂r = dh/dr = h′(r) y las otras derivadas son análogas,

∂r

∂x
=

x

r

∂r

∂y
=

y

r

∂r

∂z
=

z

rresultando �nalmente una expresión senilla,
∇h =

dh

dr

(
x i + y j + z k

r

)
=

r

r

dh

dr
(9.12)Como vemos es una apliaión de la E. 9.11 on n = r/r y la hemos empleado implíitamenteuando de�nimos la energía potenial gravitatoria en la Pag. 24.También podemos haer atuar el operador nabla sobre una funión vetorial A(x, y, z)formando el siguiente produto esalar, 97
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(
i

∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
· (Ax(r) i + Ay(r) j + Az(r)k)que esribimos omo,

Y = Yo

X

Y

Z

S

Pq = 

∆

F

( Xo,Yo)

X = XoFigura 9.14: Vetor q = ∇F en elpunto P .

∇ ·A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
(9.13)y esta operaión se la denomina divergenia del ampovetorial A(r).El �ujo de un ampo vetorial (E. 9.10) esta relaionadoon la divergenia del mismo que nos proporiona la E.9.13. Consideremos un volumen in�nitesimal omo el de laFig. 9.15, dV = dx dy dz donde existe un ampo vetorial

A(r). Las super�ies en y1 e y1 + ∆y se araterizan porun vetor ∆S j = ∆X∆Z jSi alulamos omo ambia el ampo a lo largo de la di-reión Y perpendiular a las dos super�ies dibujadas en
y1 e y1 + ∆y tendremos,

Ay(y1 + ∆y) ≃ Ay(y1) + ∆Ay = Ay(y1) +
∂Ay

∂y
∆ypuesto que ∆y ≪ 1 y análogamente para las otras direiones,

y 
1 + ∆y 

y 
1

∆x

∆z

∆yZ

X
Y

j

Figura 9.15: Cubo de volumen in-�nitesimal dV

∆Ax =
∂Ax

∂x
∆x y ∆Az =

∂Az

∂z
∆zSobre el primer plano en y = y1 podemos alular,

φy(y1) = Ay(y1)∆X ∆Zy para y = y1 + ∆y se tiene,
φy(y1 + ∆y) = Ay(y1 + ∆y)∆X ∆ZLa funión φy(y1) es un esalar que resulta de multipliarel valor que toma la omponente Ay del ampo vetorialen diho punto por el área de la super�ie in�nitesimal yes el �ujo del ampo vetorial A(r) a través del área ∆s 4.La diferenia entre ambas aras es,

∆φy = [Ay(y1 + ∆y) − Ay(y1)] ∆X ∆Z =
∂Ay

∂y
∆x∆y ∆zy repitiendo el mismo proedimiento para las otras dos direiones X y Z,4Una introduión de este onepto se enuentra en la página 9598
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∆φx =

∂Ax

∂x
∆V y ∆φz =

∂Az

∂z
∆VSumando las tres ontribuiones ∆φ = ∆φx + ∆φy + ∆φz tendremos para todo el volúmenin�nitesimal ∆V ,

∆φ =

(
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

)
∆V = (∇ · A)∆V (9.14)Por ejemplo si E es el ampo elétrio, el �ujo ∆φ del ampo elétrio que atraviesa elvolumen in�nitesimal ∆V se relaiona on la divergenia de E mediante,

∆φ = (∇ ·E)∆Vy tomando de nuevo el límite ∆V → 0 e integrando sobre el volumen Vs que enierra unasuper�ie errada S,
φ(r) =

∫

Vs

∇ · E dVPara una funión esalar H(r) existe una igualdad muy pareida, salvo que en lugar de ladivergenia aparee el vetor gradiente ∇H de la funión esalar. Podemos razonar de modoanálogo al aso de una funión vetorial, sobre ambas aras de la Fig. 9.15 tendremos,
H|(y1)(∆X∆Z) j y, H|(y1+∆y1)(∆X∆Z) jy si onstruimos la diferenia,

∆ϕyj =
(
H|(y1+∆y1) − H|(y1)

)
∆S j =

∂H

∂y
j (∆X ∆Y ∆Z)Sumando las ontribuiones de las tres direiones del espaio,

∆ϕxi + ∆ϕyj + ∆ϕkk =

(
∂H

∂x
i +

∂H

∂y
j +

∂H

∂z
k

)
∆V = ∇H ∆Vaunque ahora el término de la izquierda no es el �ujo de un vetor sino la integral de la funión

H(x, y, z) sobre la super�ie S araterizada por el vetor dS,
H(r) dS = ∇H dV (9.15)Aunque resulta muy semejante a la E. 9.14 hay que subrayar que es una igualdad vetorialmientras que 9.14 es una euaión esalar. 99



E.T.S. de Ingenieros Aeronáutios Universidad Politénia de Madrid9.11. El teorema de GaussDe la euaión 9.14 podemos extraer una importante onseuenia si la ombinamos onla de�niión de �ujo del ampo vetorial A(r) de la euaión 9.10. Tomando el límite ∆V → 0e integrando sobe el volumen,
n

n

S

Sd

Sd

( r )A

Figura 9.16: Flujo delampo A(r) a través dela super�ie S.
∫

∆φ =

∫
(∇ ·A)∆V → φ =

∫

V
(∇ ·A) dVy ombinándolo on la de�niión de �ujo de A a través de la super-�ie S que enierra el volumen VS de la E. 9.10 tendremos,

∫

S
A(r) · dS =

∫

VS

(∇ · A) dV (9.16)Esta igualdad se denomina Teorema de la Divergenia o de Gauss yomo se observa en la Fig. 9.16 relaiona el �ujo del ampo vetorial
A(r) a través de la super�ie S que enierra al volumen VS on el valor de la integral de sudivergenia en el interior de diho volumen.La igualdad integral análoga para una funión esalar H(r) de auerdo on la E. 9.15 será,

∫

S
H(r) dS =

∫

VS

(∇H) dV (9.17)9.12. Euaión de ontinuidad y vetor �ujo másioConsideremos una super�ie S omo se india
∆ Aθ

θ

∆ L = Vp ∆

n

P

B A

t

vp

Figura 9.17: Corriente que atraviesa una su-per�ie in�nitesimal ∆A durante el tiempo
∆t.

en la Fig. 8.3 que es atravesada por una orrientede �uido. En la Fig. 9.17 se muestra la ampliaiónde la super�ie in�nitesimal de área ∆A situadaen el punto r. Esta se arateriza por un ve-tor normal unitario n que forma un ángulo θ onel vetor veloidad del �uido vp en diho pun-to. Durante el intervalo de tiempo in�nitesimal
∆t podemos onsiderar onstante la veloidad vpdel punto araterístio P mientras pasa de A a
B.A lo largo de ∆t la longitud que reorre P es
∆L = vp ∆t y el volumen de �uido enerrado enel tubo de la �gura será,

∆V = ∆L∆A cos θy la masa del �uido enerrada en diho tubo,100
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∆M = ρ(r, t)∆V = ρ(r, t) vp ∆A cos θ ∆tCalulamos la masa de �uido que atraviesa la seión ∆S durante el tiempo ∆t omo,

∆M

∆t
= ρ(r, t)vp · n ∆Ay tomando el límite ∆t → 0 e integrando sobre todos los puntos P de la super�ie S de laFig. 8.3

dM

dt
=

∫

S
ρ(r, t)v · n dsen donde v es la veloidad del �uido en ada punto r sobre S. Esta última euaión nosproporiona la antidad de masa que pasa por la super�ie S en la unidad de tiempo.Se de�ne el vetor jm(r, t) = ρ(r, t)v, denominado den-

V( S )

J
m

( , t )r

dA

n

�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����

Figura 9.18: Vetor �ujo másio
jm(r, t) que atraviesa la super�ieerrada S que enierra el volumen
V (S).

sidad de �ujo másio omo la masa que atraviesa la super-�ie tangente a las líneas de orriente por unidad de tiempoy super�ie 5. La integral,
dM

dt
=

∫

S
jm · n dAes el �ujo del vetor de �ujo másio a través de la super�ie

S 6. En el aso de que la super�ie S sea errada omo lade la Fig. 9.18 hay que onsiderar además el sentido de jmrespeto de la normal n a la super�ie,
dM

dt
= −

∫

S
jm · dA (9.18)De nuevo esta euaión desribe la variaión en el tiempo de la masa enerrada dentro de lasuper�ie S. El vetor �ujo másio es paralelo a la veloidad v y si la materia sale de S apuntahaia el exterior siendo paralelo a dA = n dA, luego jm · dA > 0 y la masa ontenida en elvolumen V disminuye. El aso ontrario dM/dt > 0 se tiene uando la orriente entra en S y

jm · dA < 0 ya que ambos vetores apuntan en sentidos ontrarios.La E. 9.18 puede expresarse de otro modo, empleando el Teorema de Gauss 7 para transformarel �ujo de jm a través de la super�ie S en una integral de volumen,
d

dt

∫

VS

ρ dV +

∫

VS

∇ · jm dV =

∫

VS

(
∂ρ

∂t
+ ∇ · jm

)
dV = 0Puesto que el volumen VS es arbitrario ha de ser nulo el integrando y enontramos la euaiónde ontinuidad,5Puede onsultarse la se, III.2, pags. 414-415 de la Ref. [5℄6El onepto de �ujo de un ampo vetorial a través de una super�ie se enuentra en la Pag. 95 de laseión Complementos.7Esta transformaión es la E. 9.16 de la Pag 9.11 del apítulo Complementos 101
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∂ρ

∂t
+ ∇ · jm = 0 (9.19)que expresa la onservaión de la masa del �uido.9.13. Los ejes prinipales de ineriaSi esogemos un punto O′ arbitrario omo origen del triedro S′ ligado al sólido el tensorde ineria I toma su forma general,

IS′ =




Ix′x′ Ix′y′ Ix′z′

Iy′x′ Iy′y′ Iy′z′

Iz′x′ Iz′y′ Iz′z′


Sin embargo, por ser simétrio y todos sus elementos de matriz reales siempre existirá unatransformaión ortogonal de oordenadas del triedro S′ a otro S′′ en el que I tome su expresiónmas senilla que es la forma diagonal.

IS′′ =




Ix′′x′′ 0 0
0 Iy′′y′′ 0
0 0 Iz′′z′′


siendo los ejes (X ′′, Y ′′, Z ′′) mutuamente perpendiulares.Esta propiedad está garantizada por un teorema de diagonalizaión de matries realessimétrias uyos detalles pueden enontrarse en la Se. 10.4 de la Ref. [2℄. Los tres autovaloresde la matriz IS′ , (los momentos de ineria Ix′′x′′ , Iy′′y′′ y Iz′′z′′) son las tres raíes λ1, λ2 y λ3del polinomio en potenias de λ que resulta del determinante,

∣∣∣∣∣∣

(Ix′x′ − λ) Ix′y′ Ix′z′

Iy′x′ (Iy′y′ − λ) Iy′z′

Iz′x′ Iz′y′ (Iz′z′ − λ)

∣∣∣∣∣∣
= 0Los autovalores pueden ser iguales (se dien entones degenerados) y sus tres autovetoresasoiados e1 e2 y e3 son siempre ortogonales. Podemos esoger sus direiones omo las de losejes del nuevo triedro S′′ -los ejes prinipales de ineria- en los que el tensor de ineria resultaser IS′′ .En el aso de un uerpo homogéneo on simetrías no es neesario alular explíitamentelas direiones de los autovetores ya que basta examinar sus simetrías para determinarlas.Puede demostrarse (Ref. [2℄ Pags. 444-447) que,Todo plano de simetría de un uerpo es perpendiular a un eje prinipal.Todo eje de simetría de un uerpo es eje prinipal. El plano perpendiular adiho eje es un plano prinipal orrespondiente a un momento prinipal deineria degenerado.102
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Curso 2008-2009 Problemas de Físia I
• Problema 1: Sean los vetores a = 2i− 4j + 2k on origen en A(1,−3, 0) y b = i + j + 3kon origen en B(3, 2, 2). Calular:(A) Módulos de a y b.(B) Cosenos diretores de a y b.(C) Angulo formado por las direiones de a y b.(D) Un vetor perpendiular a a de módulo 3, situado en el plano (X,Y ).(E) El vetor c, paralelo al eje Z, que tiene respetivamente su origen y su extremo en lasretas de�nidas por a y b.
• Problema 2:Dados los vetores, r1 = i + j − k en A(1, 1, 1) y r2 = i + 2j + k en B(0, 1, 0), hallar:(A) Un vetor perpendiular a r1 y r2 de módulo 5.(B) El vetor proyeión de r1 sobre un vetorr1 perpendiular al r2 y ontenidos en el planode�nido por r1 y r2, onsiderados omo libres.(C) Un vetor perpendiular a la bisetriz de las direiones de r1 y r2 en el plano de éstos.(D) Momento de r1 respeto al punto B.(E) Momento axial de r1 respeto a la reta de aión de r2.
• Problema 3: Dado el sistema de vetores ligados,

v1 = i + 2j − k; A(0, 1, 0)
v2 = 2i + j + 2k; B(1, 0, 1)
v3 = −i− j + k; C(2, 1, 1)alular:(A) La resultante R del sistema.(B) Momento del sistema respeto al origen.(C) El produto MA · R.(D) Un punto del eje entral y su direión.(E) Momento axial del sistema respeto al eje entral. 107
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V1

V3

V4

V2

V5

Z

X
D

B

A

O Y

• Problema 4: Para el sistema de ino vetores de la �gura,todos de módulo unidad, alular:(A) Resultante.(B) Momento mínimo.(C) Momento axial respeto al eje AB.(D) Coordenadas de un punto del eje entral.(E) Coordenadas de un punto del plano ABD en el que elmomento del sistema sea paralelo a la resultante.
B

H

a

A

P

X

Y

Z

O

Vo

• Problema 5: Una varilla AB de longitud 2a se mueve deforma que su extremo B desribe el eje OZ y el A una paralelaal eje OY . Sabiendo que el punto A parte de H y desribe lareta on veloidad onstante vo , se pide:(A) Vetor de posiión del punto P (medio de AB) en funióndel tiempo.(B) Radio de urvatura de la trayetoria de P en un instanteualquiera.(C) Demostrar que la trayetoria de P es plana.(D) Apoyándose en (B) y (C) omprobar que la trayetoria es una irunferenia de entro unpunto del eje OX uyas oordenadas se piden.(E) Vetor veloidad angular on que el punto P desribe su trayetoria.
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• Problema 6: El vetor de posiión de la Tierra en losejes de la �gura, on entro en el Sol y el plano XY enla elíptia, es r = (cos θ − e) i + (
√

1 − e2 sen θ) j, estandorelaionado el parámetro θ on el tiempo t por la ley t =
(θ−e sen θ)/2π ( e = 0,016 es la exentriidad de la órbita).Se pide:(A) Veloidad máxima y mínima.(B) Momento de la veloidad respeto al origen de oorde-nadas en un instante ualquiera.(C) Comprobar que la aeleraión tiene la misma direiónde r.(D) Radios de urvatura máximo y mínimo.Nota: El tiempo t viene dado en años terrestres y las distanias en unidades astronómias(A.U. = 1.5 ×108 Km).108



Curso 2008-2009 Problemas de Físia I
P

O A

R R/2

α

(t)ω

• Problema 7: Una plataforma irular, de radio R, giraon veloidad angular ω(t), variable on el tiempo, alrededorde un eje perpendiular a él (exéntrio) que pasa por unpunto A separado una distania R/2 del entro O del diso.Una partíula P se mueve por la periferia de la plataforma demodo que el ángulo α(t) (que forman las retas OP y OA)varía on el tiempo. Se pide:(A) Calular la veloidad y la aeleraión de P respeto deejes �jos. (Se darán sus omponentes según la reta AO y una perpendiular a ella).(B) En el aso partiular en que dα/dt = −Ω, alular el radio de urvatura de la trayetoria.¾Cómo es el movimiento?.
ωo
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• Problema 8: Una varilla OA, de longitud L, gira alre-dedor de un eje �jo que pasa por O on veloidad angularonstante ωo. Artiulada en A hay una barra de longitud 3Luyo extremo B desliza sobre el eje �jo EE′.Un punto P se mueve sobre AB on veloidad onstante rela-tiva a la barra. Se sabe que uando P se enuentre en el puntomedio de AB la varilla OA es perpendiular a EE′. En eseinstante, se pide:(A) Veloidad angular de la barra.(B) Aeleraión de P .
ωoA B
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D

• Problema 9: Dos varillas AC y BD se enuentran en unplano horizontal y pueden girar alrededor de dos ejes vertialessituados en los puntos �jos A y B, de forma que el extremo
C (de AC) está siempre situado en la varilla DB.Se sabe que la varilla AC gira on veloidad angular onstante
ωo (en el sentido de la �gura) y que |AC| = r. En el instante enque |BC| = |AC| y sabiendo que en ese instante B̂AC = αo,se pide:(A) Veloidad de C respeto de unos ejes unidos a BD.(B) Veloidad angular de la varilla BD.(C) Aeleraión de C respeto a unos ejes unidos a BD.(D) Aeleraión angular de la varilla BD. 109
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• Problema 10: El sistema de la �gura está formado porun diso de entro C y radio R y dos varillas AB y BC delongitudes 2L y L respetivamente artiuladas en B y quepueden girar libremente alrededor de A y C.El diso rueda on veloidad angular onstante ωo alrededorde C en direión al orígen y se mueve en el plano del dibu-jo. Se piden las veloidades y aeleraiones angulares de lasvarillas uando el ángulo que forman vale α = 90o.
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Problema 11: Desde el punto A, situado en una elevaión deanhura do y altura ho sobre el suelo, se dispara un proyetilon veloidad vo. Calular:(A) El máximo valor de do para que el proyetil llegue al suelo
OC.(B) Para d0 < dmax, mínima distania al punto C.
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B

• Problema 12: Dos bloques A y B, de igual masa M ,pueden deslizar sin rozamiento uno sobre el otro y A sobre lapared. Apliando una fuerza,
F =

√
3

6
Mgal bloque B omo se india en la �gura, sabiendo que entre By el suelo existe un oe�iente de rozamiento µ = 1/

√
3 y que el sistema parte del reposo, sepide:(A) Aeleraiones de A y B.(B) Reaión de la pared sobre A.110
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• Problema 13: Por una polea P pasa sin rozamiento unable inextensible y sin masa, que une un bloque A de masa
Ma a un bloque B sobre una inta transportadora CC ′ (deoe�iente de rozamiento µ) que avanza on veloidad Vc enel sentido indiado.(A) Con Vc onstante se observa que B está en reposo respetoa la inta. Hallar:(1) Mínimo valor de la masa de B , Mmin, paraque esto sea posible.(2) Reaión de la polea sobre el able.(B) Supuesto que MB = 2Mmin, y tomando omo ondiiones iniiales el movimiento en (A),se omunia externamente una aeleraión onstante dVc/dt a la inta, en la direión Vc .Hallar la ondiión que ha de satisfaer dVc/dt para que B deslie respeto de la inta.

A

B Cθ

• Problema 14: En el sistema de la �gura formado porlos bloques A, B y C de masas MA = m, MB = m cos θ,
MC = m, sólo existe rozamiento (oe�iente µ) entre elsuelo y el bloque C. Se pide, sabiendo que el sistema partedel reposo:(A) Mínimo valor de µ (µmin) para que C no deslie sobreel suelo.(B) Aeleraión de B y fuerza de rozamiento si µ = 1

2µmin.
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• Problema 15: Por una varilla OB puede deslizar sin roza-miento un abalorio P de masa m. La varilla se hae girar onveloidad angular onstante ωo = ωo k alrededor del eje ver-tial Z �jo, siendo el ángulo entre el eje y la varilla θo = 30o(ver �gura).Iniialmente el abalorio se enuentra en O y se le omuniauna veloidad Vo =
√

3 g/ωo respeto de la varilla. Si r es ladistania del abalorio al punto O se pide:(A) Veloidad del abalorio respeto de la varilla en funión de
r.(B) Máximo valor de r.(C) Reaión de la varilla sobre el abalorio en funión de r. 111
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• Problema 16: Un abalorio de masa m puede desli-zar sin rozamiento por un alambre irular de radio R (ver�gura). El alambre, situado en un plano vertial se hae gi-rar alrededor del eje �jo Z on veloidad angular onstante
ωo = ωo k.Si el abalorio parte de A on veloidad Vo = 2

√
g R res-peto del alambre, se pide:(A) Máximo valor de ωo para que el abalorio llegue a B.(B) Para ωo =

√
6 g/R, (1) la máxima altura alanza-da (θmax) y (2) la reaión del alambre sobre el abaloriouando pasa por A.
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• Problema 17: Por un alambre AB en forma de uartode irunferenia de radio R desliza sin rozamiento unamasa m atraída por un muelle de ontante K y longitudnatural R/2 �jo en C.(A) Suponiendo la �gura en un plano vertial y que lamasa sale de B on veloidad vo paralela a OA, hallar laveloidad en A.(B) Si la �gura esta en un plano horizontal y gira alrede-dor de un eje vertial que pasa por O on veloidad angular
ω = K1 t en sentido ontrario a las agujas del reloj, hallarla veloidad relativa al alambre de la masa m en A, su-poniendo que parte de B on veloidad vo en la direión
OA.
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• Problema 18: Por un alambre ABC de masa despre-iable puede deslizar sin rozamiento un abalorio de masa
m. El alambre, situado en un plano vertial, se hae giraralrededor de un eje �jo EE′ vertial on veloidad angularonstante ωo. Suponiendo que 4 g > 9ω2

o Lo se pide:(A) Mínima veloidad respeto del alambre on que se hade soltar en A el abalorio para que llegue a C.(B) Aeleraión de m respeto al alambre uando se en-uentre en el punto P .112
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• Problema 19: En el ontorno de un diso �jo de radio R, situadoen un plano vertial, está enrollado un hilo inextensible y sin masa,en uyo extremo libre existe una partíula de masa m.Iniialmente se tiene una longitud R del hilo desenrollada y en po-siión horizontal (θ = 0 en la �gura). Se abandona sin veloidadiniial la partíula y se pide:(A) Vetor veloidad en funión de θ.(B) Euaión que da el máximo valor de θ.(C) Tensión del hilo en funión de θ.
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• Problema 20: Una partíula de masa m está unida aun punto �jo O por un hilo ideal, sin masa, de longitud R.Iniialmente la partíula está en el plano Y Z on θ = 30o y
V = −V0 i. Calular:(A) Mínimo valor de V0 (Vmin) para que la partíula asiendainiialmente.(B) Para V0 = Vmin/

√
3:(1) Posiión más baja alanzada por la partíula.(2) Veloidad en esa posiión.
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• Problema 21: Una partíula P de masa m está ensartada en unaro de radio R situado en un plano vertial por el que puede deslizarsin rozamiento. La partíula está unida a un hilo ideal en uyo extremoesta apliada una fuerza Fo = m g/4 y pasa por una polea B tambiénideal.El aro gira alrededor del eje BC �jo on veloidad angular ωo =
√

g/Ronstante. Sabiendo que la partíula parte de C on una veloidadrelativa al aro Vo desonoida se pide:(A) Valor mínimo de Vo (Vo,min ) para que la partíula llegue al punto
A.(B) Para Vo = Vo,min las reaiones del aro sobre la partíula en A y
C. 113
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• Problema 22: Calular:(A) Distania a la Tierra de un satélite arti�ial de órbita irular que permanee estaionarioobservando desde Tierra (satélite geostaionario).(B) Período de un satélite arti�ial de órbita irular de radio igual al radio de la Tierra(satélite rasante).(C) Distania de la Luna a la Tierra.DATOS: g = 10m/s2, RT = 6,400 Km, período de la Luna = 28 días.
• Problema 23: Se quiere poner un satélite en una órbita irular, de radio 2R alrededorde la Tierra, en el plano euatorial, siendo R el radio de la Tierra.

B

R

2R

A

ω
o

Para ello se lanza el satélite desde la Tierra on una veloidad
v′0 (desonoida) relativa a ella y tangente a la Tierra y talque el apogeo B (máxima distania al entro de la Tierra)dela órbita elíptia oinida on el radio de la órbita irular.Cuando el satélite llegue a B se le da un ∆v̄ instantáneo,tangente a su trayetoria de forma que el satélite quede en laórbita irular. Se pide:(A) Valor de v′0.(B) Tiempo que tarda en reorrer el aro AB.(C) Valor de ∆v̄.NOTA: Se despreia la traslaión del entro de la Tierra; ω0es la veloidad de giro de la Tierra alrededor de su eje.
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• Problema 24: En una plataforma horizontal de radio
R, omo la que se india en la �gura, que gira alrededorde un eje vertial E on veloidad angular onstante ωo,existe un anal reto AB , que dista R/2 del entro de laplataforma, por el que puede deslizar sin rozamiento unapartíula de masa m2 = m.Esta partíula se enuentra unida a otra de masa m1 = 4mpor un hilo ideal de longitud 2R que pasa, sin rozamiento,a través de un pequeño ori�io existente en O.Sabiendo que en el instante iniial la partíula m2 partedel punto A on veloidad nula respeto al anal, se pide:(A) Veloidad de m1 uando m2 alanza el punto C de la�gura.(B) Máximo valor de ωo para que m2 alane el punto C.114
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• Problema 25: Dos partíulas 1 y 2 de igual masa mestán unidas por un hilo inextensible y sin masa de lon-gitud 4L. Iniialmente ambas masas se desplazan sobreun plano horizontal sin rozamiento on la misma velo-idad vo según dos retas paralelas distaniadas entresi 4L (ver �gura 1). El punto del hilo que se enuentraa la distania L de 1, enuentra un lavo que sobresaledel suelo, no existiendo rozamiento entre el hilo y el lavo. Se pide:(A) Componente de la veloidad según el hilo, de la partíula 1, en funión de su distania ral lavo (�gura 2).(B) Valor de r para que esa omponente sea máxima.(C) Tensión del hilo en funión de r.
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• Problema 26: Un bloque B de masa M se enuentraen reposo sobre una super�ie horizontal sin rozamientoomo se india en la �gura. En el punto A de la �gurase suelta una partíula P de igual masa M sin veloidadiniial. Sabiendo que entre la partíula y el bloque noexiste rozamiento, se pide:(A) Veloidad del bloque en funión del ángulo θ.(B) Espaio reorrido por el bloque uando la partíula pasa por C.(C) Trabajo realizado sobre el bloque por la partíula hasta el instante en que pasa por D.
• Problema 27: Dos partíulas iguales A y B, de masa m, que se pueden mover sin rozamien-to sobre un plano horizontal, se atraen on una fuerza proporional a su distania (onstantede proporionalidad K).
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En el instante iniial, las partíulas están separadas unadistania Lo y se mueven on unas veloidades vo y√3vo, respetivamente, omo india la �gura. Sabiendo que
KL2

o/mv2
o = 2 , hallar:(A) Veloidad del CM, en unos ejes �jos, en un instantegenério.(B) Distania mínima entre las partíulas. 115
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• Problema 28: Sobre una mesa horizontal (el plano(X,Y ) de la �gura) hay dos partíulas de masas m1 y m2unidas por un hilo ideal de longitud L. En el instante ini-ial m1 esta en reposo y m2 tiene veloidad V2 = vo j.Despreiando el rozamiento alular:(A) La veloidad del CM.(B) La tensión del hilo.(C) La posiión de m2 en el instante en que la veloidad vuelve a tener la misma direión ysentido que V2 = vo j.
O A B

Vo

P

• Problema 29: Sobre un plano horizontal pueden desli-zar sin rozamiento dos partíulas A y B de masas 2m y mrespetivamente. La partíula A está unida por dos hilossin masa e inextensibles de igual longitud L a un punto �jo
O y a la partíula B.En el instante iniial de la �gura las partíulas estan enreposo y alineadas on O. Otra partíula P de masa mhoa on la partíula A on veloidad vo perpendiular alos hilos. Se sabe que el hoque es perfetamente elástio.En el instante en que los hilos OA y AB son perpendiulares se pide:(A) La veloidad de las partíulas.(B) La tensión de los hilos.
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• Problema 30: En una varilla horizontal AB hay dosabalorios de masas m1 y m2 unidos por un muelle de ons-tante K y longitud natural despreiable. La varilla gira al-rededor del eje vertial Z on veloidad angular onstante
Ω = Ωo k.No existe rozamiento e iniialmente los abalorios se en-uentran �jos a la varilla mediante topes en la posiión dela �gura. Se retiran los topes y para el movimiento de losabalorios se pide,(A) La veloidad del CM del sistema en funión de su dis-tania al orígen.(B) Mínimo valor de Ωo para que m2 se aleje del eje Z en el instante iniial.(C) Mínimo valor de Ωo para que la distania entre los abalorios aumente on el tiempo.116
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• Problema 31: Calular el CM de la varilla homogéneade densidad lineal λ la �gura adjunta en los ejes indiados.
• Problema 32: Hallar:
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(A) En los ejes de la �gura, el CM del sólido ompuesto por una lámina
OBA (uarto de irulo de radio R) de densidad super�ial uniforme
σ, en el que se ha pratiado el ori�io irular C de la �gura.(B) El momento de ineria del sólido respeto al eje Z.
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• Problema 33: Para el sólido homogéneo formado por una semiesfera deradio R y un ono de igual radio en la base y altura 2R, unidos por sus bases,se pide alular:(A) La posiión de su entro de masas.(B) Momento de ineria respeto del eje EE′ paralelo al eje del ono a unadistania R.
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• Problema 34: Sobre una plataforma horizontal P , a la quese hae mover on una aeleraión onstante a omo india la�gura, puede deslizar sin rozamiento una barra homogénea
AB, de longitud L y masa M , uyo extremo A puede deslizarsin rozamiento por un arril MN perpendiular a a.Se sabe que iniialmente la barra esta en reposo respeto dela plataforma omo india la �gura. Cuando la barra se en-uentra en la direión de a se pide:(A) La veloidad del CM de la barra relativa a la plataforma.(B) La veloidad angular de la barra. 117
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• Problema 35: Una plaa retangular homogénea ABCD demasa m se mueve sin rozamiento sobre el plano XY por la aiónde un par de momento onstante Mo = Mo k.Sabiendo que la posiión iniial es la de la �gura y que en dihoinstante VCM = Vo j y ω = −ωo k se pide:(A) El ángulo que forma AC on el eje X en el instante en que elsólido no gira.(B) La veloidad de A uando la plaa giró 90o.
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• Problema 36: Sobre un plano horizontal se apoya sinrozamiento un alambre OABC que onsta de un trozo reto
OA de densidad 3π λ y otro semiirular ABC de densidad λ.Por el alambre puede deslizar sin rozamiento un abalorio P dedimensiones despreiables y masa π λ r. A su vez, el alambrepuede girar libremente alrededor de un eje vertial �jo quepasa por O.En el instante iniial en que el abalorio se enuentra en la posiión B se omunia al alambreuna veloidad ωo (ver �gura) y se pide:(A) La veloidad angular del alambre uando el abalorio P sale por el extremo C.(B) La veloidad relativa al alambre del abalorio en diho instante.
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• Problema 37: Una varilla homogénea de masa M y longitud
2L puede girar libremente alrededor de un eje vertial �jo que pasapor su punto medio O también �jo.La varilla esta forzada a formar un ángulo βo on el eje Z y sobreella atúa un momento vertial M = Mo cos(νo t)k en donde Mo y
νo son onstantes Partiendo del reposo en t = 0 alular:(A) La veloidad angular ω(t) de la varilla en funión del tiempo.(B) Las reaiones en O.(C) El ángulo girado por la varilla uando la energía inétia Ec seamáxima.118
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• Problema 38: Una varilla homogénea OA de masa m y longitud L situada en un planovertial puede girar libremente alrededor de un eje perpendiular al plano y que pasa por O.

2L
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El extremo A de la varilla esta unido a una partíula P demasa m por medio de un hilo ideal ABP de longitud 3Lque pasa por la polea ideal B. Iniialmente el sistema esta enreposo y θ = 0. Se pide en el instante en que θ = 90o:(A) La tensión del hilo.(B) Las reaiones en O.(C) La veloidad y aeleraión angular de la varilla.
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• Problema 39: Dos varillas homogéneas AC y BC delongitud L y masas 2m y m respetivamente, estan artiu-ladas en C y situadas en un plano vertial. La varilla ACpuede girar libremente alrededor de un eje perpendiularal plano, �jo en A, y el extremo B desliza sin rozamientopor una guía horizontal EE′.Iniialmente las varillas se abandonan on veloidad nulay θ = 0. Se pide en el instante en que θ = 30o:(A) Las veloidades y aeleraiones angulares de las varillas.(B) Las reaiones en A y B.
• Problema 40: Un diso homogéneo de masa m y radio R puede rodar sobre el bloque dela �gura de masa 2m que a su vez puede deslizar sobre el suelo. Sólo existe rozamiento entreel diso y el bloque on oe�iente µ.

α

R

Iniialmente el diso y el bloque se enuentran en reposo ypara el movimiento subsiguiente se pide:(A) Valor mínimo del oe�iente de rozamiento µmin para queel diso ruede.(B) Para µ > µmin, la aeleraión del bloque y la reaión delsuelo sobre el bloque. 119
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• Problema 41: Un diso homogéneo de radio R y masa Msituado en un plano vertial rueda on veloidad angular ωsobre una super�ie irular de radio 4R. El diso parte delreposo en θ = 30o. Respeto del triedo de la �gura, se pide:(A) Vetores de posiión y veloidad del CM del diso.(B) Relaión entre ω y θ̇.(C) Energía inétia del diso en funión de θ̇ en un instantegenério.(D) θ̇ y θ̈ en funión del ángulo θ.
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• Problema 42: Apoyado sobre un suelo horizontal el sistema dela �gura está formado por un diso homogéneo vertial de radio Ry masa m y por una partíula P de masa m/2 unida al diso. Sien la posiión de la �gura el sistema empieza a rodar partiendo delreposo, se pide:(A) Posiión iniial del entro de masas y momento de ineria ICMrespeto a un eje paralelo a OZ que pasa por el CM.(B) Aeleraión angular del sistema y fuerza de rozamiento iniiales.(C) Valor mínimo del oe�iente de rozamiento on el plano para que se de la rodadura.
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• Problema 43: Una plaa homogénea semiirular de radio R seenuentra sujeta por un hilo de longitud 2R a un punto �jo O queesta en la vertial del punto A y de tal forma que en la posiión dela �gura se enuentra en equilibrio.Sabiendo que existe rozamiento entre la plaa y el suelo y que α =
60o se pide:(A) El valor mínimo de µ (µmin) para que haya equilibrio en laposiión indiada.(B) En el instante en que se orta el hilo para µmin, ¾rueda o des-liza?.120
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• Problema 44: Un diso homogéneo de masa M y radio
R sometido a un par de fuerzas de momento M = −Mo i semueve sobre un plano horizontal on rozamiento µ.Sabiendo que iniialmente la veloidad del entro de masas es
Vo y la veloidad angular ωo (ver �gura) se pide:(A) Determinar el movimiento en el instante iniial (¾Ruedao desliza?).(B) ¾En que instante (t = t1) puede ambiar el movimientode régimen y qué relaión ha de umplirse entre Mo y µ paraque esto sueda?.(C) Si no se umple la relaión entre Mo y µ de (B). ¾Cómo es el movimiento del diso y ómola direión de la fuerza de rozamiento respeto de lo que se obtuvo en el apartado (A)?.
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• Problema 45: Dadas las tres on�guraiones (A), (B), y(C) de la �gura, sabiendo que la masa del bloque es M y quelas onstantes y las longitudes naturales de los muelles estánindiadas en la �gura, hallar:(A) Freuenia de las osilaiones en los tres asos de la �gura.(B) Máxima y mínima longitud del muelle en el aso (A),sabiendo que el movimiento omienza soltando la masa en elinstante en que el muelle tiene el doble de su longitud natural.
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• Problema 46: Alrededor de un eje vertial EE′ gi-ra la varilla OB perpendiular al mismo on veloidadangular onstante ωo. Por la varilla puede deslizar sinrozamiento una partíula P de masa m unida a un pun-to A (distania |OA| = 2Lo) por un muelle ideal delongitud natural despreiable y onstante KEn el instante iniial la distania |OP | = Lo y la veloi-dad de la partíula respeto de la varilla es Vo = Lo ωo(ver �gura). Se pide:(A) Valor mínimo de K para que el movimiento respetode la varilla sea armónio.(B) Tomando K = 2m ω2
o hallar:(1) La máxima distania |OP |(2) La distania |OP | y la reaión de lavarilla en el instante t = π/12ωo. 121
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• Problema 47: Tres bloques A, B y C de masas M , 2M y 2Mrespetivamente estan unidos por hilos y poleas ideales tal omoindia la �gura. Entre B y C hay un muelle de longitud natural
Lo y onstante elástia K. En el instante iniial el muelle tiene sulongitud natural y los bloques estan en reposo. Se pide:(A) La longitud máxima del muelle.(B) La tensión del hilo en diho instante.
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• Problema 48: Un diso homogéneo de masa M y radio Rtiene su CM unido a una pared mediante un muelle de ons-tante K y longitud natural Lo. El oe�iente de rozamientoentre el diso y el suelo es µ e iniialmente el diso esta en re-poso en la posiión que se india en la �gura siendo xo = 2Lo.Se pide:(A) El valor mínimo del oe�iente de rozamiento µmin paraque el diso ruede iniialmente.(B) Determinar si posteriormente al instante iniial el disorueda o desliza.(C) Suponiendo que µ > µmin el valor de la fuerza de rozamiento en funión del tiempo
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• Problema 49: Una barra uniforme de 1,2 Kg de peso, 60 mde longitud y densidad relativa 0,5 puede girar alrededor de un ejehorizontal que pasa por su extremo O en el fondo de un depósitoon agua. Se pide:(A) El peso P que ha de oloarse en su extremo superior para queen el equilibrio queden sumergidos 50 m de barra.(B) Reaión en el eje de giro.(C) Cuando el depósito ontiene 15 m de agua y 10 m de aeitede densidad relativa 0,9, ¾uál es la longitud de la varilla sumergidaen el agua?.122
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• Problema 50: Una ompuerta esta formada por mediasuper�ie ilíndria de radio R y longitud L de densidad σpor unidad de área. Diha ompuerta esta artiulada en uneje horizontal EE′(A) Calular la altura H de agua en el depósito para queexista equilibrio en la posiión de la �gura.(B) Calular la reaión en el eje.
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