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Resumen

En estas notas desarrollan mis clases de introduccién al electromagnetismo de la asignatura
Fisica II del Primer Curso de la ETSIAE y no sustituyen los excelentes textos citados en la Biblio-
grafia. Han sido redactadas para el grupo M2 donde imparto clase en el curso 2023-2024 y seran
mejoradas a lo largo del curso. Su propoésito es servir de resumen y guia de lectura para abordar
la resolucién de los problemas y también como ayuda al estudio, complementando el libro de los
apuntes oficiales de la asignatura.
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Calculo vectorial y operadores diferenciales 1

1. Vectores, integrales y operadores diferenciales

En estas notas indicaremos las magnitudes vectoriales en negrita A y su médulo |A| = A como
una letra normal o el vector entre barras verticales. También en muchos textos —especialmente en
las férmulas manuscritas— se escribe A en lugar de A, también |E| = A, ambas notaciones son
totalmente equivalentes.

Los vectores quedan determinados por sus tres componentes respecto de un sistemas coordena-
dos o triedro que puede tener diferentes geometrias. La razon es que se encuentran ecuaciones mas
sencillas cuando el sistema de coordenadas respeta la simetria del problema. Los mas comunes se
muestran en las figuras 1y 2 para el vector de posiciéon  de un punto P en el espacio.

En la figura 1a el vector r = 21+ y j+ z k en las usuales coordenadas cartesianas rectangulares
esta determinado por sus proyecciones a lo largo de tres ejes ortogonales. Cuando el problema tiene
geometria axial, suele ser conveniente emplear las coordenadas cilindricas de la figura 1b donde la
posicion de P se caracteriza mediante su coordenada z, la proyeccion de r sobre el plano (X,Y)
y el angulo ¢ que forma ésta ultima con el eje X, llamado dngulo azimutal. La relacion entre las
coordenadas cartesianas y las cilindricas es entonces,

x=pcosp , y=pseny , p=+x2+y?

y la posicion del punto P se especifica de nuevo mediante tres cantidades (p, ¢, 2). Las superficies con
p=cte. son cilindros concéntricos cuyo eje de simetria es la direccién del versor k y para z=cte. son
planos paralelos al (X, Y'). Como se muestra en la figura 1b podemos definir los vectores unitarios
(ur,u,) alolargo de la direccion radial y la del &ngulo ¢ como se indica en el esquema,

u, =cospi+senypj , u,=—senpi+cosypj

Ambos forman un triedro junto con el vector unitario k que se relacionan mediante los productos
vectoriales:
kAu.=u, , u,ANk=u, , uAu,=k

Finalmente, podemos encontrarnos con situaciones con simetria esférica donde suele ser acon-
sejable emplear las coordenadas polares o esféricas de la figura 2. La posicioén del punto P esta deter-
minada por la distancia radial v = |r| al origen O, el angulo 6 que forma r con el eje Z y el ¢ que

(b) Coordenadas cilindricas con
(a) Coordenadas cartesianas con los vectores (u,,u,,k) unita-
sus vectores (2, j, k) unitarios. rios.

Figura 1: Esquemas del vector de posicién 7 de un punto P en coordenadas cartesianas y cilindricas.
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2 Fisica II

forma la proyeccion de r sobre el plano (X,Y),

x=rsenfcosp , y=rsenfsenyp , z=rcosh , r=+22+y>+ 22

El angulo! 6 (angulo polar o colatitud) varia entre 0 y 7 de modo que cuando ¢ = 0 el vector r es
paralelo al versor k y para § = 7 apunta en la direcciéon —k. Para el angulo ¢ (azimutal) tenemos
que 0 < ¢ < 27 de modo que cuando ¢ = 7 la proyeccioén de r en el plano (X, Y) se encuentra a
lo largo de la direcciéon —i.

Fijada la longitud del vector » = r su extremo describe un circulo alrededor del eje Z al variar ¢
entre 0 y 27 si el angulo 6 es constante. Cuando fijamos ¢ el punto P describe un circulo en un plano
que contiene al eje Z como muestra la figura 2. Lo mismo que en los sistemas coordenados cilindrico
y cartesiano podemos definir un triedro formado por los vectores unitarios (e, = r/r,e,, ep) alo
largo de cada direccion.

Como las superficies con |r| constante son esferas con centro
en el origen O las coordenadas esféricas seran practicas en proble-
mas que tengan simetria alrededor de un punto central, o donde
el parametro fundamental sea la distancia r del punto al origen de
coordenadas.

En las figuras 1 y 2 se ha utilizado el vector de posicion r de
un punto pero las definiciones anteriores son validas para cual-
quier otra magnitud vectorial. Por ejemplo, el campo eléctrico crea-
do por una carga puntual aislada s6lo tendra una componente radial
E(r) = E,(r) (r/r) en coordenadas polares. El campo magnético
producido por una corriente rectilinea a lo largo del eje Z s6lo tiene
componente axial B(1) = By(r) ugy y se expresa mas facilmente en

Figura 2: Coordenadas esféri-
cas del punto P.

coordenadas cilindricas.

1.1. Operadores diferenciales.

La derivada respecto del tiempo de un vector P(t) = P,(t) % + Py(t) j + P.(t) k que depende
del tiempo ha sido introducida en la Mecénica Clasica como,

P(t+6t)—P(t) dP,., dP,. dP.
T _ Ay
dt  sio 5t a T w

'Esta denominacién de los angulos esta especificada por el ISO standard 80000-2:2019 establecido en 1992. Emplearemos
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Calculo vectorial y operadores diferenciales 3

Si P = r, es el vector de posicion de un punto material v(t) = drp/dt es el vector velocidad y

a(t) = dv/dt su aceleracién. Ademas se tienen las reglas de derivacion?,

C@enramn = T+

< opm) = A%
pw-en) = T -qu -2
Cpmramn) = T aam+pna

donde P, @Q son vectores y A un escalar constante en el tiempo.

Podemos generalizar estas definiciones pueden para cualquier funcion vectorial Q(s) que de-
penda de un escalar s, que seria equivalente al tiempo en la Mecanica Clasica. Por ejemplo, en la
figura 3a los vectores r; y 1 + Ar definen los puntos P; y P» sobre la superficie S. La distancia
que los separa puede especificarse mediante el vector Ar o por la distancia As medida a lo largo de
la curva C que los une y que se apoya en S. Tendremos,

Ar dr
im — = =
As—0 As  ds
donde t es un vector unitario tangente a la superficie S en el punto P;. Sila curva C de la figura 3a
es la trayectoria de un punto material tendremos,

= lim g_dl_§xdl_ (t)t
T A0 At dt dt Cds !

donde v(t) = ds/dt es el modulo de la velocidad del punto y ¢ un vector unitario tangente.

En la Fisica las funciones pueden ser escalares cuando su valor en el punto del espacio r es una
magnitud escalar ¢(r) y vectoriales P(r) = P,(r) i+ P,(r) j + P.(r) k si asigna un vector a dicho
punto. A este conjunto de vectores en una region del espacio también se le llama campo vectorial.

En el punto 7, = 2, % + Y, J + 2o k el cambio de la funcién escalar ¢(r) a lo largo de cada una
de las tres direcciones del espacio se caracteriza por su derivada parcial y como muestra la figura 3b,

(80), = 57| Aa

O |z

para el eje X. Sumado las tres contribuciones a lo largo de cada eje en el punto r, tendremos,

o 0
A~ (A9), + (Ad), + (Ad), = 3*1595 Az Tt oy ly. af

y para el cambio infinitesimal d¢ entre los puntos r y r + Ar podemos escribir,

00, 00, 00, [0, 00, 00 o o
+@d +87 [830 +@ +azk} - (dxi+dyj+ dzk)=Ve¢-dr

Ay + Az

Zo

do =

este convenio salvo que se indique lo contrario, aunque también se emplea frecuentemente otra construccién donde los
angulos 0 y ¢ estan intercambiados.

2 . -

Pueden comprobarse a partir de la definicién.
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' X1 X2
(a) La curva C que se apoya en la su- (b) Interseccién de la funcion
perficie S une los puntos P; y P» se- z = ¢(x,y) con el plano (X, Z)
parados una distancia As. entre los puntos P; y Ps.

Figura 3: Esquema del incremento de una funcién escalar z = ¢(x,y) que define la superficie S en tres
dimensiones entre los puntos P; y P» unidos por el vector Ar y su proyeccién en el plano (X, 7).

El diferencial d¢ se expresa como el producto escalar de dr con del campo vectorial V¢ que se
denomina gradiente de dicho campo escalar (también se escribe Grad ¢).

Sien la ecuacion d¢ = V¢ - dr multiplicamos y dividimos por el médulo ds tendremos,

9 _gs. 7 _vy.
=V =Vo-t (1)

donde t = dr/ds es un vector unitario paralelo a dr y entonces tangente a la curva 7 (s) 3. Por tanto,
el cambio A¢ de la funcidn en un punto dado con la distancia Ar alo largo de la direccién del vector
unitario ¢ es el producto escalar V¢ - t.

La funcion escalar ¢(7) crece mas rapidamente en la direccion que apunta su gradiente, como
ilustra la figura 4. La funcion z = ¢(z, y) toma valores constante ¢1, ¢2 y ¢3 a lo largo de las curvas
de la figura 4a donde ¢t y m son los vectores tangente y normal a la superficie en el punto P. En
la figura 4b se indica que el vector V¢ apunta en la direccién de la maxima variacion de la funcion
&(z,y), que no coincide con la direccién de la tangente en dicho punto. La variacion d¢ = |V¢| cos 6
sera maxima cuando t y V¢ son vectores paralelos.

Podemos introducir una derivada direccional de la funcion escalar ¢(r) a lo largo de la direccién

del vector unitario u en el punto 7, generaliza este concepto,

o P(ro+ Asu) — P(r,)
Dug = Jim, As

=Vo-u (2)

donde As esla variacion en la direccion del vector u unitario. El valor de D, ¢ se reduce a la derivada
ordinaria en una dimensién a lo largo de u, existen tantas derivadas como posibles direcciones y para
los ejes cartesianos,

¢ 09 09
95 Djp=— 'y Dkd)—&

D;¢ = 3y

*Es intuitivo en tres dimensiones pues z = ¢(z, y) define una superficie (fig. 3), también v = ¢(z, y, 2) en cuatro, etc.
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Calculo vectorial y operadores diferenciales

X = Y
z=¢(x.y) (b)  Proyeccién en el plano
(a) Superficie de una funcién es- (X,Y) delas curvas z = ¢(x,y)
constante de la figura 4a.

calar con valores crecientes.

Figura 4: Vectores normal n, tangente ¢t y V¢ en el punto P de la superficie que forma una funcién escalar
z = ¢(z,y), que toma los valores constantes ¢1, ¢2 y ¢3 a lo largo de las curvas que se indican.

Se define el operador nabla agrupando las derivadas parciales como las componentes de un vector,

o o0 0 0 0 0

V=|l—, —, — | =t —+]—+k=—

(01" oy’ 0z> <IL 0x+‘78y+ 82)
de modo que el gradiente de una funcion escalar V¢ resulta ser un campo vectorial. Cuando el
operador nabla actiia sobre una funcion vectorial podemos tener dos resultados,
0 0 0 0P,
VeP=\|t—4+j+—+k— | - (Prt+P,3+PFP.k)=

(18m+J8y+ 82) (Pei+ Fyj+ Pk Ox * oy 0z

es un escalar denominado divergencia del campo vectorial (también se escribe Div P). La operacion,

i j k
or. oP, oP. oP. oP, OP
N <8y az>’ <8x 8z>]+(8y 3x>k
x Yy z

es una funcién vectorial denominada rotacional del campo P (r) que también se escribe a veces como

Rot P.
Combinando operadores y funciones pueden definirse derivadas de segundo orden, como V¢ es

un campo vectorial y podemos calcular su divergencia,
op . 0¢ . 09 0%¢ 9% 0%

. -Vv. = -7 Tk =
V- (Vo) =V <8x vt oy I+ 0z ) Ox? + oy? 022

que se escribe también V2¢ y se llama Laplaciano de una funcién escalar. Puede comprobarse direc-

tamente que V - (V A P) = 0y también V A (V¢) =0
El Laplaciano de una funcién vectorial P(r) puede introducirse mediante una igualdad*, anloga

al producto vectorial de tres vectores se tiene,

VPP =V (V-P)-VA(VAP)

4a- . . . .
Sin demostracién, puede comprobarse que es cierta directamente en coordenadas cartesianas
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Ver=3
VAr=20
V A (V) =0
V-(VAP)=0
Vigy) = (Vo) + ¢ (V)
VA(@P)=VoANP+ oV AP
VAVAP=V(V:-P)-V2P

V- (PAQ)=Q-(VAP)-P-(VAQ)

Cuadro 1: Algunas identidades donde » = z % + y j + 2z k son (P, Q) funciones vectoriales y (¢, ©)

campos escalares.

que en coordenadas cartesianas® toma la forma,

V2P =V?P, i+ V?P,j + V*P. k

Las relaciones vectoriales que emplearemos con frecuencia en este curso se encuentran en la
tabla 1 y las expresiones de los operadores diferenciales en los sistemas coordenados mas comunes

en la tabla 2.

1.2. Curvas y superficies. Convenio de signos

dsS 5
z = o(x.y)
; C
>
NSNS
N
dl W z

Figura 5: Superficie S que se
apoya en la curva C.

En el espacio tridimensional una curva en el espacio esta des-
crita por un conjunto de vectores r(s), donde s es un parametro es-
calar, de modo analogo a la trayectoria de un punto material (%)
en la Mecanica Clasica.

Como muestra la figura 5, en el espacio tridimensional una su-
perficie estd descrita por una funcioén escalar z = ¢(x,y) siendo z
la altura o valor que toma la funcion en cada punto (z, y) del plano.
La superficie S esta delimitada por la curva C' en la que se apoya y
que se descompone en un conjunto de teselas con superficie infini-
tesimal dS. Su orientacion en el espacio se caracteriza mediante el
vector dS = n dS donde n un vector unitario perpendicular que
apunta a lo largo de la normal exterior cuando la superficie S es
cerrada.

°En otros sistemas coordenados la expresion es méas compleja.

L. Conde



Calculo vectorial y operadores diferenciales 7

Para la curva C se definir el vector dl = tdl, donde dl es el elemento de longitud infinitesimal y
t un vector unitario tangente a la curva en cada punto como se indica en la figura 5. Como sentido
positivo del recorrido de C' se toma el contrario a las agujas del reloj cuando dS apunta en el sentido
indicado en el esquema.

En cada punto de la superficie de la figura podemos definir un vector unitario tangente ¢ y la
variacion de la funcion d¢/ds = V¢ - t en su direccidn seré la derivada direccional D,,¢ definida
en (2). En el caso particular que u es uno de los vectores unitarios (2, j) coincide con la derivada
parcial, es decir con la derivada evaluada a lo largo de la curva que resulta de la interseccién de S
con uno de los planos (X, Z) o (X, Z).

La curva C que delimita la superficie puede entenderse también como la suma o combinacién
de los recorridos a lo largo de los contornos de las teselas individuales en que se se descompone S
como se muestra en el esquema. También la superficie S total resulta de la suma de las superficies
individuales de cada una de las teselas en que se descompone la misma.

1.3. Integrales de funciones vectoriales

Para una funcién vectorial podemos definir integrales mas generales que la del calculo infinite-
simal elemental asociada con el area I bajo una curva. Integrales en do o tres dimensiones describen
el area de una superficie S o al volumen V' de un cuerpo; por ejemplo,

I_/xjf(x)dx , S—/Sf(w,y)dxdy \A V—/Vf(m,y,z)da:dydz

Supongamos que tenemos un campo vectorial V' () definido en una zona del espacio y dl es el ele-
mento de longitud, tangente a la curva C' que delimita la superficie S como en la figura 5. Empleando
las operaciones vectoriales que conocemos podemos definir un diferencial escalar,

dp=V(r)-dl vyelvector, dG =V (r)Adl

en todos los punto de dicha curva. Igualmente, en cada tesela infinitesimal en que se descompone la
superficie z = ¢(x, y) tendriamos,

d®=V(r)-dS ytambién, dH =V (r)AdS

donde dS apunta en la direccion de la normal exterior. No vamos a estudiar todas las posibilidades
pero comprobaremos que V' (7) - dl y V(r) - dS tienen sentido fisico directo. La primera da lugar a
la integral de linea o circulacion de un vector, y es el concepto necesario para introducir el trabajo de
una fuerza en la Mecanica Clasica. La segunda corresponde al flujo de un campo vectorial a través de
una superficie y esté relacionado con el transporte de una magnitud fisica como la masa o la carga
eléctrica a través de la misma.

1.3.1. Integral de linea

Como hemos visto, en la seccién 1.1 una curva C' en el espacio (por ejemplo, la trayectoria de un
punto material) puede describirse mediante una funcion vectorial r(¢) que depende de un parametro
escalar (en la trayectoria del punto ¢ es el tiempo). Consideremos ademéas que una funcién vectorial
esta definida en la misma zona del espacio,

Version: 31/1/2024
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V() = Ve(r)i+ Vy(r)j+ Vi(r)k

de modo que en cada punto de la curva C' la funcién vectorial toma el valor V' (7).

Como muestra la figura 6 entre dos puntos de la curva A y B dados podemos dividirla en N
tramos pequefios de longitud | Ar; | definidos por los vectores

AI']' =Tr; —TIj_1

y la funcién vectorial toma los valores V; = V(r;). En cada
uno delos j = 1,2,..., N + 1 puntos podemos construir los
productos escalares,

V- Ar; =V, || Ar; | cos 6;

donde 6; es el angulo que forma el vector Ar; con el vector V ;.
Puesto que el resultado de cada producto escalar es un nimero
podemos sumarlos,

N
Figura 6: Curva C definida por r(s) I = Z V, - Ar;
en un campo vectorial V(7). =

y tomar el limite, haciendo que el nimero de tramos N en que dividimos la curva C' entre Ay B
aumente indefinidamente, y las distancias |Ar;| = |r; — r;_1| sean cada vez mas pequeiias.

ntonces, el vector Ar; =r; —r;_1 — dl = es paralelo al vector ¢ tangente a la curva en cada
Ent 1 vector Ar; j —Tj dl = tdl es paralelo al vector ¢ tangente a | d
punto cuyo modulo infinitesimal es la longitud de arco dl. Tendremos entonces,

N
I = VJAPJ%/V(I‘)C“

Esta dltima expresion se denomina integral de linea del campo vectorial V(r) a lo largo de la curva
C entre los puntos A y B considerados. Al vector dl se le aplican los criterios discutidos en la pagina.
6 sobre el sentido de recorrido de la curva. Cuando es cerrada se suele indicar en el signo integral,

I:7{CV(r)-dl

y se la denomina circulacion del campo vectorial V(r) a lo largo de la curva C.

Ademas, sila curva es una funcion suave sobre una misma superficie como se muestra en la figura
7, la circulacion puede descomponerse en dos curvas C7 y Co que comparten un tramo comun AB.
Si extendemos la integral de linea sobre los bordes de cada uno de los dos recintos de la figura 7
tendremos,

I= j(I{ V(r)-dr = V(r)-dl+ ¢ V(r)-dl
C C1 Ch

Evidentemente la circulacion del campo vectorial V(7) en el sentido AB sera igual y cambiada de
signo a la del sentido BA y a lo largo de este tramo dl; = —dls,

L. Conde



Calculo vectorial y operadores diferenciales 9

/ABV(T’)'dll = —/BAV(r)'dIQ

i Si reemplazamos en la figura 6 el campo vectorial por la fuerza F'
dlpg =-0%ea A que actda sobre un punto material a lo largo de la trayectoria r(t) de su
movimiento recuperamos tendremos,

N N rg
B WAB:ZAWj:ZFj'AFj—)WAB:/ F(I‘)'dl

. j=1 J=1 A
Figura 7: La curva cerra-

da C' se descompone en dos
Chy Co. y recuperamos el concepto de trabajo de una fuerza entre los puntos A y

B empleado en la Mecanica Clasica. En el caso particular en que el punto
se mueve a lo largo de una linea recta r(t) = z(t) ¢ recta serd dr = dx i,

B B TB
WAB:/ F-dr:/ | F| cosﬂdx:/ F,dz
TA TA TA

y la integral de linea se reduce a una integral ordinaria.

e Ejemplo: Calculamos primero la circulacion del campo vectorial F'(z,y) = x4 + y J a lo largo
de un circulo de radio R, centrado en el origen de coordenadas.

Tenemos que F' = z% 4+ yj = pu, donde u, = p/p es el vector unitario radial en coorde-
nadas cilindricas y F(R,) = R, u, es su valor en los puntos del circulo. El vector dl tangente a la
circunferencia es,

dl =dlu, = (R,dp) (—sen ¢ + cos ¢j)

y dl = R, dy es la longitud de un arco elemental. En este caso la circulacion es nula puesto que,

0
dl = F-dl = (R,u,) - (u,dl) = R, (u,~u,) =0

son vectores ortogonales.

La circulacién no es cero si por ejemplo permutamos las componentes F'(x,y) = -yt +xjy
ahora el valor de la funcién sobre el circulo de radio R,, sera,

F(R,) = —R, singi+ R, cospj ytendremos, dI = F -dl = R? (sen? ¢ + cos® p)dy

que hemos de integrar sobre toda la circunferencia y como (sen? ¢ + cos? ¢) = 1 resulta,

2T
I:/F-dl:Rg/ dp = 2w R>
C 0

Version: 31/1/2024
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1.3.2. Flujo de un campo vectorial

Una superficie de la figura 5 puede descomponerse en un conjunto j = 1,2,..., N de teselas de
area infinitesimal AS; caracterizadas por el vector AS_n; AS donde n; es un vector unitario que
apunta en la direccion de la normal exterior. El centro de cada elemento AS) esta situado el punto
r; donde una funcién vectorial toma el valor V; = V (r;) y podemos evaluar el producto escalar,

®; =V, - AS; = |V;| AS; cosb;

que en la proyeccion de V; en la direccion perpendicular al area AS. Podemos sumar las ®; canti-

dades escalares correspondientes alas j = 1,2, ..., N teselas en que se divide la superficie S,
N N
@:Z@:ZV;-A@—@:/V(T)@S (3)
- : S
7=1 7=1

La integral se denomina flujo del campo vectorial V' (r) a través de la superficie S y se obtiene en el
limite AS; — dS = ndS en que las teselas son elementos de superficie infinitesimales.

Cuando una superficie cerrada S puede ser descompuesta en dos S,
y S, con una pared comin S4p como en la figura 8 se tiene,

%A-dS: A-dS, + A-dS,
S SaB

SaB

puesto que sobre la superficie S, , comun dS, = —dS,, y las integrales,

A-dS, + A-dS, =0
SAB SAB
Figura 8: La superficie S

divididaen S, y S, por

una pared coman.

Es decir, el flujo del campo vectorial A(7) sobre la superficie compartida
Sap es igual y cambiado de signo.

Como veremos seguidamente el concepto de flujo esta frecuentemen-
te asociado al transporte de una magnitud fisica a través de una superficie. A continuacién ilustramos
el célculo con dos ejemplos sencillos.

e Ejemplo: Vamos a calcular el flujo de campo vectorial F = —x % —y j 4 z k sobre un el cuadrado
de la figura 9 de lados [ y m situado en el en el plano z = z, paralelo al plano (z, y).

Primero vemos que el vector de superficie es ds = k dS = k (dx dy) con lo que tendremos,

F-ds=(—xi—yj+zk)-(kdxdy) = zdxdy

y la flujo a través del cuadrado ser4,

@:/SF(r)-ds:/Szdmdyzzox</0ldx)x</0mdy>:zozm

Sobre el cuadrado de la figura la coordenada z = z, es constante y entonces la integral es simple-
mente el area A = [ x m del cuadrado.

L. Conde
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e Ejemplo: Calculamos el flujo de campo vectorial F' = x ¢+ 1y j + 2z k sobre una superficie esférica
de radio R, centrada en el origen de coordenadas.

Ahora tenemos que F' = zi¢+yj+ 2k = re, donde e, = r/r es
el vector unitario radial y el que caracteriza la superficie es,

ds:dsgzerS

y tendremos entonces,

Figura 9: Cuadrado de o= / F(r)-ds= /(r er): (e dS)=R, x / s
S S S

area (I x m).

Finalmente,
®=R,x (47 R} =47 R}

donde de nuevo el valor de 7 = R, es constante sobre la superficie de la esfera y el resultado es
simplemente el producto de R, por el area de la misma.

En esto dos ejemplos el calculo de la integral que resulta en (3) es inmediato porque la funcién
que integramos toma un valor constante sobre la superficie S considerada. Evidentemente, este no
es el caso general y determinar el flujo de un campo vectorial puede ser mas complejo que en estos
dos sencillos ejercicios.

1.4. El vector densidad de corriente

Vamos a aplicar este concepto de flujo de un campo vectorial al transporte de masa y carga eléc-
trica, aunque puede generalizase para cualquier otra magnitud fisica, como la energia o la cantidad
de movimiento. Primero consideremos una superficie pequena de area 6.5 y un fluido que se mueve
en la direccién de su vector unitario normal n con velocidad u constante® como indica la figura 10a.
En el tiempo 6t se formara una columna de liquido de longitud 6/ = w X §t que tienen un volumen,

0V =085 x 6l =65 x (udt)

Si la densidad del fluido es p;, la masa del mismo que ha pasado por el area .5 sera,

OM = ppm X OV = pp, 65 X (udt) (4)
de modo que el cociente,
oM
W = Pm X udS

es el flujo masico que representa la masa que sale por 4.5 por unidad de tiempo.

En la figura 10a hemos considerado que u y 1 son dos vectores paralelos, es decir, que la super-
ficie 6.5 es perpendicular a la direccion del movimiento del liquido. Esta no es la situaciéon general,

SPodemos imaginar que es una columna de pasta de dientes saliendo del tubo.
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(a) Los vectores velocidad u y ds (b) El vector ds forma un angulo
son paralelos. 0 con la velocidad u

Figura 10: Esquemas del movimiento de un liquido con velocidad u a través de una superficie 45 pequeiia
con un versor unitario normal n paralelo a su vector ds de superficie.

pues como muestra la figura 10b la velocidad u puede formar un angulo con el vector unitario 7 (y
también a ds) perpendicular a la superficie. Para el movimiento del liquido a lo largo de la direccién
n normal a 65 consideramos la componente de la velocidad u - n = u cos # como muestra la figura
10b. Sustituyendo en (4) la velocidad u — w cos 6 resulta,

J = P uy 631 os:
SM SM YA sy u;
&5 = Pm % (ucosf) xS esdeci, — =ppu-ds Imj= P U]

ot

es el nuevo flujo masico donde ds = n 4.5 es el vector que ca-
racteriza la superficie. Podemos generalizar esta ultima expre-

sioén si consideramos como muestra la figura que una super- Y

ficie S cualquiera puede descomponerse en j = 1,2,..., N

elementos de superficie ds; situados el los puntos r; donde la  Figura 11: Superfice S dividida en
velocidad del liquido es u(r;) y sumando, elementos ;.

N

oM

S me(rj) u(r;) - ds;
j=1

En el limite para N grande pasamos del sumatorio a la integral,

dM

W: Sme'dS:/SJm'dS (5)

Podemos introducir un vector J,,,(r) = p,, u paralelo a la velocidad en cada punto al que llamare-
mos densidad de flujo masico y representa la masa que fluye por unidad de tiempo y de superficie.
Alternativamente, si consideramos la corriente eléctrica como un conjunto discretode j = 1,2... N
cargas puntuales ¢; que se mueven con velocidad u; dentro de un volumen pequefio Jv es el limite,

N
1 1
Jo(r) = 511]1’1;110 50 ( E gjuj) yladensidad de carga, p.(r)= lim — ( g qj)
J J

Podriamos repetir todos los pasos anteriores utilizando la densidad de carga pq(r) en lugar de la
de masa p;, (1) y entonces la carga dQ/dt que fluye a través de una superficie S sera,

L. Conde



Calculo vectorial y operadores diferenciales 13

d

aQ _ pqu-ds:/Jq-ds 6)
Puesto que I, = d@Q/dt es la corriente eléctrica, es decir, la carga que atraviesa .S en la unidad de
tiempo, al vector J, (1) = pyu se le denomina densidad de corriente eléctrica. Describe la cantidad
de carga eléctrica que pasa por unidad de superficie y tiempo.

Como vemos el flujo masico dM/dt (5) o la corriente eléctrica

I. = dQ/dt (6) son magnitudes escalares que resultan de integrar ds =ndS A
el producto (J,, + ds) o (J; - ds) sobre la misma. Son dos casos par- J n
ticulares de la definicién general de flujo de un campo vectorial. d Qq
—<0

Puesto que ds = n d.S apunta en la direccion del vector unitario dt
normal exterior y cuando S es abierta hay que especificarlo pues
para n hay dos sentidos posibles. Si no se producen cargas dentro Z ds
de la superficie S, y es cerrada como en la figura 12 que define un X Y dq o\J
volumen V., el vector ds apunta siempre hacia afuera y hay que dt q

corregir el signo de (6) Figura 12: Flujo de J. sobre

una superficie S, cerrada.

aQ .
dt——/SCJq ds (7)

De este modo, la carga dentro de V. aumenta (dQ) /dt > 0)is las cargas se mueven hacia el interiory J,
y ds tienen sentidos opuestos (J;. + ds < 0) como se muestra en el esquema 12. En el caso contrario
J. apunta hacia el exterior del volumen V' y como J, -ds > 0 la carga encerrada (dQ/dt > 0)
disminuye.

Finalmente, si no se producen cargas en el interior de V. podemos escribir una tltima expresion
empleando en (7) el teorema de Gauss o de la divergencia, que veremos en la siguiente seccion 2.1.

d
/ pqdv——/ Jq-ds——/V-chv luego, / 1 g.5.) dv=0
dt V. S, . V. ot

donde hemos introducido la derivada parcial Opq/0t pues la densidad py(r, t) depende de dos argu-
mentos’. Como el volumen V. en la tltima ecuacién es arbitrario podemos escribir,

Ipq _
E—FV-JC—O (8)

cuando no hay produccién de cargas dentro de la superficie S.. A esta ultima ecuacion se le llama
ecuacion de continuidad de la carga eléctrica y repitiendo los mismos argumentos para el vector
Jm (7, t) podriamos derivar otra andloga pare el transporte de masa.

"La carga Q(t) solo depende del tiempo al integrar p,(r, ) sobre el volumen V.
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2. Teoremas integrales.

Se trata de dos resultados importantes del calculo vectorial para una funcion vectorial A(r) que
utilizaremos con frecuencia. El teorema de la divergencia se aplica a una superficie cerrada S que
encierra un volumen V,,,

/A-dS: V-AdV
S Vim

y siI' es una curva cerrada que delimita una superficie .S la igualdad,

/FA-dl:/S(V/\A)-dS

es el denominado teorema de Stokes.

La primera igualdad permite transformar una integral de superficie (el flujo del campoA) en una
integral de volumen y la segunda calcula la circulaciéon del campo a lo largo de una curva como una
integral de superficie. Aunque no haremos una demostraciéon formal vamos a comprobar que para
una funcioén vectorial de buen comportamiento ambas igualdades se cumplen.

2.1. Teorema de la divergencia o de Gauss

Consideramos un cubo de lado infinitesimal situado en el punto  en cuyo dentro geométrico un
campo vectorial toma el valor A(r) = A, 4+ Ay j + A, k como muestra la figura 13a. Para el flujo
de A(r) alo largo de la direcciéon X tendremos,

Az Az
(AP)y = Pyer — Pizg = Az + — Y z) « ASger — Az — - Y z) + ASizg
donde ASje; = 1 ASger = 1 AyAzy AS;,q = (—1) ASizg = (—1t) AyAz son paralelos al eje X.
Si aproximamos la funcion vectorial sobre la cara derecha del cubo del esquema donde la coordenada
x + Az /2 es constante tendremos,

04, A
or 2

A(l' + %hyv Z) . ASder =~ (Aa:(r) +

> x (Ay Az)

ds

Vm

(b) Volumen V,, en-
cerrado por la super-
(a) Celda elemental infinitesimal. ficie S.

Figura 13: Cubo elemental de lados Az, Ay, Az donde una funcién vectorial toma el valor A(r) en su centro
geométrico r y esquema un volumen V,,, dividido en celdas infinitesimales dV = dz dy dz.

L. Conde
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y sobre la izquierda,

o, A
or 2

Az — %, Y,2) * ASizg ~ <Ax(r)

> x (Ay Az)

Resulta entonces,

04,

(A(I))x - (I)de'r - (I)izq - < oz

) x (Az Ay Az)

Podemos repetir el mismo razonamiento para los otros dos ejes y entonces,

0A, . 04, . 0A,
ox oy 0z

Ay = (AD), + (AB), + (AD). = ( ) « (Az Ay Az)
el paréntesis es igual a V - A y para el fluyjo A® = A - AS sobre la superficie S exterior del cubo
infinitesimal tendremos,

A-AS=(V-A) (Azx Ay Az)

Esta tltima identidad es valida para cada uno de los cubos en que puede dividirse un volumen ma-
croscopico V,,, como en la figura 13b. Integrando tendremos,

/A-dS: V-AdV (9)
S Vim

y esta igualdad se denomina teorema de la divergencia y también de Gauss.

2.2. Teorema de Stokes

Como en el apartado anterior tomamos la superficie de la figura 14a formada por las tres caras
cuadradas de un cubo infinitesimal centrado en un punto 7 y A(r) es el valor que toma una funcién
vectorial. La integral de linea,

%A-dl:% A-dl+% A-dl+7{ A-dl
r ABCD CEFD DFGA

sobre su borde I' en azul puede descomponerse en la suma de las integrales a lo largo de los limites
de los tres cuadrados recorridos en el sentido que se indica.

En el cuadrado ABC'D se tiene Al = Az i+ Ay j y es constante la coordenada z, = z — Az /2
entonces,

A A
(A-Al) :Ay(x—i——x,y,zo) AyAB—i—Am(a?,y—i—?y,zo) AV

2
Az Ax
+Ay(x - 7>yaz0) Aycp + Am('rvy - 7720) AmDA

ABCD

Ademas, Ay, , = Ay = —Ay,, = —Ay también Ay, , = —Ax = —Ay,, = Az por el sentido
de recorrido. Los valores de las componentes de A(7) a lo largo de cada tramo se aproximan por su
desarrollo en serie de potencias,

04, Ay
oy 2

04, Ax

Az
Ay(z £ ——,y,20) = Ay(r) = or 2

A
Aglwy £ = 20) = Aulr)
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Sustituyendo estos valores,

04, Az 04, Ay
(A Al)ABCD =~ <Ay - % 2) X Ay+ <AIE - 8y 2> X (—AI')

0Ay Ay 0A; Ay

y resulta entonces,

0A, 04,
(A-ol), = <81‘y ~ 3y ) Az Ay

Podemos introducir el vector superficial AS,, = AS,, k de area elemental AS,, = (Az Ay) con
direccion y sentido coherente con el sentido de recorrido contrario a las agujas del reloj.

Repetimos los mismos pasos para el cuadrado ADF'G donde Al = Az i+ Az k y es constante
la coordenada y, = y — Ay/2 resulta,

Az Az
(A : Al)ADFG = A:c(%?Jm z— 7) ALL’AD + Az(x - 75 Yo, Z) AZDF
A A
+A.T(x7y07 zZ+ 72) Az, + Az + TIE’ZI/O; Z) Az,
Aqui Az ,, = Az = —Az,, = —Az también Az, = Az = —Az,, y aproximamos los valores
de las componentes de A(r) como anteriormente,
Ay 0A; Az Ax 0A. Ax
Ax(x,yo,zﬂ:T) _Ax('r'):l: 02 7 Y, AZ(.’IZ':*:T,:I/O,Z) _AZ(T'):I: or 7
Sustituyendo ahora tenemos,
0A,; Az 0A, Az
(A . Al)ADFG =~ (Ax — @ 2> X (*A.T) + <AZ — 81’ 2> x Az
0A; Az 0A, Ax

Obtenemos para este cuadrado,

04, O0A,
(A-Al), = ( % On ) Ax Az

y ahora el vector superficial es §S,, = 0.5, 7 donde 05,, = (Az Az).

En el tercer cuadrado CEF'D tenemos Al = Ay j+ Az k y permanece constante la coordenada
xo = x — Ax/2 luego,

L. Conde
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Z T A(r)
F E_

O [
A 5%
X/ ‘ Ay ‘

(a) Curvacerradal que delimita (b) Superficie S dividida en
la superficie S. celdas elementales.

Figura 14: Curva cerrada I' se define el contorno de la superficie S formada por tres lados de un cubo
elemental donde una funcién vectorial toma el valor A(7) en su centro geométrico 7 y a la derecha el esquema
de una superficie dividida en teselas elementales delimitada por la curva I'.

A Az
(A-Al) :Az(xo,y—i—%,z) AZCE+Ay(x0’y’Z+7) AYpp

CEFD

A Az
+Az(x07y - 7y72) AZFD + Ay(x07y7z - 7) AyDC

y ahora Az, = Az = —Az,, = —AZ también Ay, = Ay = —Ay, ., = —Ay y aproximamos,

Ay 0A, Ay Az 0A, Az
Ax(zo,y £ =7 2) 2 Au(r) £ oy 2 7 Ay(zo,y,2 £ =) —Ay(r)i§7
Con lo que resulta,
0A, % 0A, Az

(A-Al) (AZ +

CEFD

0A, Ay 0A, Az
—l—(AZ— oy 2>><(—Az)+<Ay— % 2>><Ay

se tiene entonces,
04, 04,

y con S, = (Ay Az) definimos el vector superficial 6S,, = 65, % para este cuadrado.

Sumando las contribuciones de cada uno de los tres cuadrados obtenemos para la circulacion a
lo largo de la curva I',

(A-Al)=(A- Al)ABCD +(A- Al)ADFG +(A- Al)CEFD

Version: 31/1/2024
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Luego,

(04, 0A; 0A, 0A, 04, 04,
(A Al)F_(@x ay)A:cAy—i—(aZ 8z>AIAZ+<3y 8Z)AyAz

que puede reordenarse empleando notacién vectorial,

(A-Al)p =V AA-(AS,. + AS,. + AS,,)

De nuevo esta igualdad es valida para la curva cerrada I" que encierra los tres cuadrados de area
infinitesimal de la figura 14a. Sin embargo, como muestra la figura 14b cualquier superficie S' de
buen comportamiento delimitada por la curva cerrada I' puede descomponerse en un mallado. En el
limite tendremos Al — dl el vector superficial sera (AS,, + AS,. + AS,.) — dS y resulta,

A-dl=(VAA)-dS

e integrando obtenemos la igualdad denominada Teorema de Stokes,

j{A-dl:/S(V/\A)-dS (10)

2.2.1. Campos conservativos

Decimos que un campo vectorial A(r) es irrotacional o conservativo cuando cumple que VA A =
0 y aplicado la igualdad (10) para una superficie S arbitraria,

fA-dl:/W%S:O luego, fA-dl:o
r S T

para toda curva I" cerrada. Podemos escribir que A = V¢ donde ¢(7) es una funcion escalar ya que
V A (V¢) = 0 (ver tabla 1) y para dos puntos 71 y 72 de la curva I' con dl = t dl se tiene,

/T:QA-dlz/:z(Vd)).tdl:/mCf;fdl:/mdqsng(m)_qg(ﬁ)

71 T1

empleando la ecuacién (1). La integral de linea sélo depende del valor que toma la funcién escalar
¢(r) en los puntos inicial y final, no de la curva I" a lo largo de la que se efectta la integracion.

Esta propiedad ya se ha empleado en la Mecanica Clasica para introducir el potencial gravitatorio
U(r) puesto que la fuerza de atraccion gravitatoria F; = —VU es un campo conservativo. Como
veremos el campo electrostatico E(r) = —V¢ también es un campo irrotacional donde ¢(7) es el
potencial electrostatico.

L. Conde



$202/1/1€ UQISIIA

Cartesianas

Cilindricas

Esféricas

Transformaciéon

T = p Ccosp

y=pseny
=z

x =71 senf cosy
y =1 senf sen
z=r1r cost

Elemento de longitud

dl = \/da? + dy? + d=?

dl = \/dp? + p% dp? + dz2

dl = \/dr? + r2sin 0 dp? + r2 d62

Elemento de volumen | dV = dxdydz dV = pdpdypdz dV = 1% senfdr df dy
dS, = dydz dS, = pdpdz dS, = r% senf df dp
Elemento de superficie dS, = dx dz dS, = dpdz dS, = rdrdf
dS; = dxdy dSz = pdpdyp dSp = r senfdrdy
Gradiente V¢—8xz+ %kz Vo= 8pup+ll)g£u¢+a¢k ng)— B 6T+71~g(569+rsén0 gZew
) V-P= 1 9 (.2 P.) + 1 9P,
Divergencia VP = aPZ + 3 aPy + BPZ VP = % a% (pP,) + % 83% + 5 8PZ e or ( T) rsenf ¢
+r sen9 89 (Sen 4 Pg)
7 u, pu, k e rey rsenbe,
i = 0 8 2 =1l 9 ) ) —_1 | 9 ) 9
Rotacional VAP % 5 o VAP 5 5 = VAP = 35— 2 2 =
P, P, P, P, pP, P, P. rPy rsenf P,
V2¢:ig<r26¢>+ 1 827‘15
. 2 2 2 2 29 9 2 sen2 0 902
Laplaciano V2p = 83:2 +3 9 d’ +3 g ¢ V2p = % 8% (p %‘ﬁ) + p% 677(2 + 623 e " et gy

1 9 9¢
+r2 senf 06 (Sen o 86’)

Cuadro 2: Los operadores diferenciales en los sistemas coordenados mas comunes. Los vectores (u,, U, k) son unitarios en las coordenadas
cilindricas y (e,, e, €9) en esféricas indicados en las figuras 1y 2.

saerouaIRIp sazoperado £ [er103004 O[NITRD

61
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